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PCSI, Formulaire de trigonométrie
tan(x) sin(z) deéfinie si x # T (m) | cotan(x) ! cos(x) définie si z # 0 (7)
n(xr) = lesiz# = (7 n(r) = = nie si T
cos(z) 2 tan(z)  sin(z)
cos?(z) +sin*(x) =1 | 1+ tan?(z) = - six # z (7) | 14 cotan?(x) = = siz#0 (m)
cos?(x) 2 sin?()
‘ cos(—a) = cos(a) | sin(—a) = —sin(a) ‘ tan(—a) = — tan(a) ‘ cotan(—a) = — cotan(a) |
s m .
cos (m — x) = —cos(x) | cos (5 - ) = sin(z) cos (m + ) = — cos(z) | cos (:U + 5) = —sin(z)
. . . 7T . . . 7T
sin (m — x) = sin () sin (5 - zr) = cos(x) sin (7 +x) = —sin (z) | sin (ZE + 5) = cos(z)
tan (7 — z) = —tan (x) | tan g - ) = cotan(x) | tan (7 4+ ) = tan (z) | tan (a: + g) = — cotan(z)
Valeurs remarquables :
IEEEEHEIE
cos [1| 8 | 2] Lo -1 |1
sin | 0 % g @ 1 @ 0
tan |0 [ %2 | 1 | V3| |-v3]| 0

Formules d’addition

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

_ tan(a) + tan(b)
1 —tan(a) tan(b)

tan(a + b)

tan(a — b)

_ tan(a) — tan(b)
1 + tan(a) tan(b)

En particulier on a les relations suivantes avec ’angle double :
cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?*(a) tan(2a) — 2tan(a)
sin(2a) = 2sin(a) cos(a) 1 — tan?(a)
1 2
cos?(a) = + cos(2a)
2
1— 2
sin?(a) = 7(:08( @)
2
On dispose également de relations avec la tangente de I'angle moitié.
S 5 AW (a) 1t in(a) 2t tan(a) 2t
— — cos(a) = sin(a) = an(a) =
ia#m (27m), on pose t tan(2>aors T T 2
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PCSI;

Formulaire de trigonomeétrie

Formules de linéarisation :

sin(a) cos(b) = % [sin(a + b) + sin(a — b)]

cos(a) cos(b) = % [cos(a + b) + cos(a — b)]

sin(a) sin(b)

1
-5 [cos(a + b) — cos(a — b)]

sin(p) + sin(q) = 2sin (%)

p—q
2

sin(p) — sin(g) = 2 cos (#)

-
=

coS
sin
cos

Retenir " si co co si co co — 2 si si
cos(p) + cos(q) = 2 cos (p_—;—q) (1%)
cos(p) — cos(q) = —2sin (%) sin <¥>
Equations trigonométriques
=b (2
cos(a) = cos(b) & {aa: b ((;2)
=b (2
sin(a) = sin(b) < {a i b ( 7(T2)7T)
tan(a) = tan(b) ©a=>b ()
Lien avec ’exponentielle complexe
e = cos(x) + isin(x)
N . N
cos(z) = Re(e™) = 3 (e + e ) | sin(z) = Im(e”) = % (e —e™'™)
i

, , —b\ (et
e“‘+e”’—2cos(—a2 )e( =)

nle
~—

14 e'* = 2cos <g> ei( ’

. , b\
el — et = 2jsin (aT) e (

wle
N~—

1 — e’ = —2isin (%) ei(

72/2,

n"
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Devoir surveillé

Exercice 1 :
1. En utilisant les formules trigonométriques, démontrer que :
COSp — COS ¢ pP—q
—— = —tan ——
sinp + singq 2
2. En posant p = 7 et ¢ = %, donner la valeur exacte de tan ;.

Exercice 2 :
Déterminer le conjugué de chaque nombre complexe et donner la forme algébrique de
ce conjugué (forme a+ ib).

1. 2= (3+41)(—13 — 2i)
2. z=1i(1—1)3
2-3i
8450
2 3
Tl 1
Solution:

1. z= (3+1)(—13 — 2i)

2= (3+14)(—13 — 2i)
=3 x (—13)+3 x (=24) +1i x (—13) + i x (—21)
=—-39—-61 — 130+ 2
= —=37—1%

zZ=-374+19 (conjugué de z)

2. z=i(1—1)?
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(1—4)P =1 —d)(1—i)(1—1d)
=(1-i)(1-i)=1-2i+i*=1-2i—1=—2i
(1—d)P = (=2))(1—i)= -2+ 2= -2 —2=—-2—2i
z2=10(—2—-2i) =i x (=2)+ix(—2i) =—2i+2
z2=2—-2i
Z=242i (conjugué de z)
2—-3i
7= i ni
On multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénomi-
nateur :
(2 —30)(8 — 5i)
(8 +54)(8 — 5i)
16 — 10i — 247 + 1542
B 64 — 252
- 16 —34i — 15
64 + 25
1 -=34
89
1 34
89 89
_ 1 34 .,
Z= %5 + 29 (conjugué de 2)
3
B R
Calculons chaque fraction séparément en multipliant par le conjugué :
2 2(i—1) 20—2  20—2
1 G060 141 2 7t
3 3144 3+3  3+3i _§+§
1—i (1—=49)(1+4i) 141 2 2 2
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Donc :
3 3
— (-1 —-(2+2Z
2=(i=1) (2 + 2)
PSR
2 2
2
2 2
3 3
—(1=-21); 12
< 2) H( 2)
2 3. 5
_2_2;_72
2 2 2
5
2 2
- ?_'_z ( . /7 d )
z = 515 conjugué de z

Exercice 3 :
1. Soient z un nombre complexe. Démontrer que
Z+7%
1422

est réel.

2. Soient z et 2’ deux nombres complexes de module 1 tels que 2z’ # —1. Démontrer

que
z+ 2
1+ 22
est réel.
Solution:

1. Soit z un nombre complexe. Démontrons que

2+Z
1+ 27

est réel.
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Le produit 2z est donné par :
2z =2,
L’addition z + Z est donné par :
z + % = 2Re(2),

L’expression devient alors :

z+7%Z  2Re(2)
14+22 1422

On conclut donc que I'expression est réelle.

2. Soient z et 2’ deux nombres complexes de module 1, ¢’est-a-dire |z| = || = 1,
et supposons que zz' # —1. Montrons que

z+ 2
14 22

est réel.
Comme z et 2’ sont des nombres complexes de module 1, on a 2z = 2’2/ = 1.

Pour montrer que I’expression est réelle, il suffit de prouver que I’expression
est égale a son conjugué, c’est-a-dire que :

z+ 2 _(z+z’>
1+22 \1+22/)

Calculons le conjugué de 'expression. On a :
<z—|—z’) _z+7Z
1+22) 14z
Puisque |z| = |Z/| = 1, on sait que z = % et 2/ = 5 En remplacant ces
valeurs, on obtient :

— aary 1 1 !
Z—|—Z’_;+?_ ZZ;Z _Z+Z/
1422 1+ Lzl 14 e

zz zz!

Ainsi, I'expression est égale a son conjugué, ce qui prouve qu’elle est réelle.
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