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Complexes : forme algébrique et
conjugués

Exercice 1 :
Donner la partie réelle, la partie imaginaire et le conjugué des nombres complexes
suivants :

71 =—21+95
z9 =15
z3 =31
2y = 1(2 + 3i)

Solution: Pour les différents nombres complexes donnés :

Re(z) = 5, Im(z) = -2, Z1 =5+ 2i.
Re(zy) = 15, Im(z9) =0, Z = 15.
Re(z3) =0, Im(z3) = 3, Z3 = —3i.
En effectuant le produit, on trouve :
2y =20 — 3, Re(zy) = —3, Im(z4) = 2, Zi=—3—2i.

Exercice 2 :
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

1. z1=(2+5i)+ (i+3)

29 = 4(—2+ 3i) + 3(—5 — &i)
z3=(2—1)(3+8)
za=(1—1)(1+14)

zs = i(1 — 3i)?

26 = (1+1)3

> Ul W
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Solution: On regroupe simplement les parties réelles et les parties imaginaires.
On trouve

De la méme facon,
29 = (=84 12i) 4+ (=15 — 24i) = —23 — 12i.
On développe, puis on regroupe pour trouver :
23 =04 167 — 31 + 8 = 14 + 13i.

On écrit
=1—i)(1—-i)=1-2i—1=—2i.

On commence par calculer (1 — 3i)? :
(1-3i)*=1-2x1x3i+ (3i)>=1—6i —9 = —8 — 6i.
On multiplie ensuite par i :
i(1—3i)*> = —8i — 6i> = 6 — 8.

Le plus simple est de tout développer, en utilisant la formule du binéme de Newton
ou, pour ceux qui ne la connaissent pas (encore), en écrivant (144)3 = (1+4)%(1+1).
On trouve

1+1i)?
1+4)2(1+14)

26:(
(

= (1+2i+4*)(1+1)
(
2

1420 —1)(1+14)
i(1 4 1)
= 2i + 2i°

Avec la formule du binéme, on écrit simplement

=144 =1+3i+3>+=1+3i —3—i=—2+2i.
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Exercice 3 :
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

1
Loz =15
4
2. 7= 1+iv3
12
3. 23 = 35
_ (3+50)?
4oz =5
N2 4
— (14e 3161
D. 25 = (24) + 374
Solution:
_ 1
1. 1 = T+i

Multiplions le numérateur et le dénominateur par le conjugué de 1 + 7 :

1 1—i
21 = - X -
1+1 1—29
B 1—1
(1 44) (1 —4)
1—4
:12_2'2
C1—d 1-—d
1+ 1 2
1
T

_ 4
2= T3
Multiplions par le conjugué de 1+ iv/3 :
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4 1—iv3
23 103
O —4(1—iV3)
(1 +iv3) (1 —iV3)
41 —iV3)
12— (i4/3)?
—4(1 — iV/3)
T 1+3
=—-1+14V3
3z = 12

Multiplions par le conjugué de 3 47 :

1—2 3—i
- X -
3+1 3—1
(1—20)(3—1)
B+ 1)
(3 —i—6i+ 2%
9+1
3—7i—2

10
1—-T

10
1 T

10 10

3 =

3+5i)2
4oz = (1—21')

Calculons d’abord (3 + 5i)? :

(34 59)? = 9+ 300 + 25i* = 9+ 30i — 25 = —16 + 30i

Ensuite, multiplions par le conjugué de 1 — 21 :
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—16+30i 1+2i
1-2 142
(—16 + 307)(1 + 27)
T (1 —2)(1+20)
—16 — 32i + 30i + 604>

zZ4 =

12 — (—24)2
_ —16 —2i — 60
N 1+4
=76 — 2
N 5
_ 762
5 5

N 2 .
_ (14 3461
5. 25 = (2—;) +5a

2
Commencons par calculer (%)

2—i 244 (2—1i)(2+19)
240420 +74°
N 4+1
243i—1  1+3i
N 5 5

144\ 14 3i\?

(2—@) :( 5 >

(1 + 3i)*
25

1 + 67 + 92
25

14+6i—9
25

_ —8+46i

25

L4i 240 (14+9)(2+)
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3+6¢
3—4i

Ensuite, calculons

3+ 61

en multipliant par le conjugué de 3 — 43 :

344i (34 60)(3 4 44)

3—4i

374 3_4)(3+ 4)

9+ 120+ 18i + 2442

9+ 16
C9430i—24  —15+ 30

25 25
3. b

5+5

Finalement, additionnons les deux résultats :

<—8+6i> . ( 3 N 6@')
z — S — —_ -
> 25 5 5

_ —8+6i —15+30i —8—15+ (6+30):
25 25 - 25

=23+ 361

- 25

Exercice 4 :

ou :
(Z) est le coefficient binomial, donné par (Z) =
a et b sont deux termes quelconques,

n est un entier naturel (n € N ),

k est un entier variant de 0 a n.

Simplifier les nombres complexes suivants : (1 +4), (1 — ).
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Solution: On développe par la formule du binéme de Newton, en utilisant i2 = —1

pour simplifier et regrouper la partie réelle et la partie imaginaire. Il vient

(1+4)°=1+5 —10—10i + 5+
= —4 — 4.

De méme,

(1—i)'=1—4i—6+4i+1
= —4.

On aurait aussi pu obtenir ces résultats en mettant les nombres complexes sous
forme trigonométrique.

Exercice 5 :

Soit z un nombre complexe non nul, de forme algébrique z = x + iy. Donner la forme
algébrique des nombres complexes suivants :

1. Z1 =

|

2. 29 =

Solution: Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique z = x + iy, ou

x et y sont réels. Trouvons la forme algébrique des nombres complexes suivants :

1. leg

Le conjugué de z est Z = x — iy. Ainsi :

T — 1y
T+ 1y

1 =

Multiplions le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénomina-
teur x — iy :
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(z —iy)(z — iy)

(z +iy)(z — iy)

2?2 — 2ixy + (—i)*y?
22 — 242

Z1 =

2% — 2izy — y?
2?2 + y?

La forme algébrique de z; est donc :

22 —y? | 2y
—1
l‘2 + y2 fL’2 + y2

1 =

2. 22:%

Nous avons z = x + iy et Z = x — iy. Ainsi :

i(x + 1y)

22 = ;
T — 1y

Calculons le numérateur :
i(z +iy) = iz + iy
=1x —y

Donc :

=y

2y = ;
T —1y

Multiplions par le conjugué du dénominateur :

(ix — y)(x + iy)

(x —iy)(z + iy)

ir? + ?zy — yx — iy?
% 4+ y?

ir? — xy — yxr — iy?
x? + y?

Z9 —
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Simplifions :

—2xy Z,:cz — 12
.CCQ + y2 x2 + y2

Z9 —

La forme algébrique de z5 est donc :

21y 2 — P

29 = — +1
2 72 + 12 22 + 42

Exercice 6 :
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € C :

1. 2421 =192 -1

2 (3420)(z—1)=i

3. (2—i)z+1=(3+20)2—1i
4. (4 —20)22 = (1 +5i)z

On écrira les solutions sous forme algébrique.

Solution:
l. 2+21=i2—1
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z+2t=1z—1
z2—1z=—1—2
2(1—id)=—-1—2i
-1 -2
z = y
1—1

(=1 — 20)(1 +4)
(1 —14)(1+4)

-1 —i+ 242

Ty

141
z =

2
+

z =

N | —
N | .

2. (3+2i)(z—1) =i

(342i)(z—1) =i

1=
‘ 3+
Y] i(3.—2i) |
(34 24)(3 — 24)
1 37+ 2
z — =
9+4
| 2+ 3
Z — =
13
1+2+3i
z = — 4+ —
13 13
BRI
1373

3. 2—d)z+1=(3+2i)z—1

Page 10
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(2—i)z+1=(3+2i)z—i
2—9)z—(3+2)z=—-1—1
z[(2—1)—(3+21)]=—-1—1

A—1—3)=—1—3i

(1 —d)(—1+ 3i)

5
4. (4—2i)2% = (1+5i)z

(4 — 2i)2°

Donc, soit z = 0, soit (4 —2i)z — (1 4+ 5i) =0

(4—2i)z=145i
1450
4 —2

z

(—1 — 3i)(—1 + 3i)
1-3i+i—-3
12 + (31)?

—1—
z =

—-1—-3
z =
Zz =
22
T
Z=——=

= (
2[(4 —2i)z — (1 +50)] =0

(1 + 5i)(4 + 2i)

(4 — 2i)(4 + 21)
4+ 20+ 200 — 10

6+ 22i

T T
3 11

z =

16 + 4

1010
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Exercice 7 :

Résoudre les équations suivantes :
1. 2z24+1=2+1
2. 2z24Z=24+ 3%
3.22422=2+3i

Solution:

1. 2z2+i=2+1

On pose z = x + 1y, ou = et y sont les parties réelle et imaginaire de z, et
zZ=x—1y.

Solution : z =1
2. 224Z2=2+3%
On pose encore z =z + iy et Z =z — 1y.

2 +1y) +i= (v —iy) +1
20 +2iy+1=x —iy+1
2z —z)+ 2iy+iy) =1—i+i

r+ 3y =1
Egalité des parties réelles et imaginaires :
r=1
3y =10
y=20

2(x +iy) + (x —iy) =2+ 3i
2z + ) + (20y — iy) = 2+ 31
32+ iy — 2+ 3i

Egalité des parties réelles et imaginaires :
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Solution : z:§+3i
3. 22422=2+3i
On pose z =x +1y et Z =2 — 1y.

2(x +iy) +2(x —iy) =2+ 3i
20+ 2iy + 2z — 21y =2+ 3¢
do =24 31

Ici, il n’y a pas de partie imaginaire dans le membre de gauche, donc cette
équation n’a pas de solution, car les parties réelles et imaginaires ne corres-
pondent pas.

Conclusion : Pas de solution.

Exercice 8 :
Résoudre les systemes suivants, d’inconnues les nombres complexes z; et zs :

221 — 22 =1
{32'21 iz —i4T

’iZl + 222 =11z

On donnera les résultats sous forme algébrique.

Solution: Résoudre les systemes suivants, d’inconnues les nombres complexes 2;
et 29 :

1.
22’1 — 29 =1
—2z1 + 3tzg = —17

On résout ce systeme en commencant par isoler zo dans la premiere équation.

Page 13



. A
UniLaSalle
Amiens 2024/2025

Complexes Guillaume CHIVOT

22:221—2'

Substituons zy dans la deuxieme équation :

—2z + 3i(22 — i) = —17

—221 + 6izy — 3i* = —17

—221 + 61z + 3 =—17
(=2 +6i)z; = —17—3 = —20

—20
21 =
LT 2460
Multiplions par le conjugué de —2 + 61 :
—20(—2 — 67 40 +120¢ 40 + 1201
2 = (C2-6i) _A0+1200 40+ 1200,
(—2+ 67)(—2 — 61) 4+ 36 40

Ainsi, z; = 1+ 3.
Substituons cette valeur de z; dans ’expression de 25 :

20=2(143i)—i=2+6i—i=2+5i
Solution du premier systéme : z; = 1 + 3i, 25 = 2 + 5.
iz +izg =147
iZl + 222 =11z

Commencons par isoler 2o dans la premiere équation :

iZQ :Z+7—3221
9 = —7Z+321
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Substituons zy dans la deuxieme équation :

iz1 4+ 2(=Ti+32) =114
121 — 140+ 621 = 112
(i + 6)21 = 25

251
21 =
"Tit6
Multiplions par le conjugué de 7 + 6 :
25i(1 — 6) —25—150¢  —25 — 150:
21 = = =
YT (i +6)(i—6) 1+36 37
—25  150¢
2nH=— - —
ST T
Ainsi, z; = _3—275 — 13;)1"

Substituons cette valeur dans I’expression de 25 :

. —25 150z
2143 (5 - 57
- —75 4501
= — Z U —
= 37 37
Y —75 (—450 B 7) i —75 n —7014
Y 37 37 37
. .s N .. _ —25 _ 150: _ —75 _ 70l
Solution du deuxieme systeme : z; = 57 T gy fa = e — e
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