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Devoir Maison 1

Exercice 1 :
Bac Amérique du nord 2002

Pour tout réel k strictement positif, on consideére la fonction f; définie sur [0 ; +oo]
par :

fr(x) = In(e” + kx) — x.

Soit Cy la courbe représentative de la fonction f; dans le plan muni d’un repére or-
thogonal , (unités graphiques : 5 cm sur l'axe des abscisses et 10 cm sur 'axe des
ordonnées).

Etude préliminaire : mise en place d’une inégalité.
On considere la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par :

g(z) =In(1+2z) — x.

1. Etudier le sens de variation de g.
2. En déduire que pour tout réel a positif ou nul In(1 4+ a) < a.

Partie A : Etude de la fonction f; définie sur [0 ; 4oo[ par fi(x) =
In (e* +x) — x.

1. Calculer fi(z) pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0 ; +oo[ et en déduire
le sens de variation de la fonction f;.

2. Montrer que pour tout réel x appartenant a lintervalle [0 ; +oof, fi(z) =
In (1 + x> En déduire la limite de f; en +oo.
eﬂ;

3. Dresser le tableau de variation de f;.

Partie B : Etude et propriétés des fonctions fj.

1. Calculer fi(x) pour tout réel x appartenant a 'intervalle [0 ; +o0[ et en déduire
le sens de variation de la fonction fy.

2. Montrer que pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0 ; +o00]

fu(z) = In (1 4 kj) En déduire la limite de fy, en +oo.
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3. (a) Dresser le tableau de variation de fj.
k
(b) Montrer que pour tout réel x de U'intervalle [0 ; +oo[, on a fx(z) < —.
e

4. Déterminer une équation de la tangente T} a Cy au point O.
5. Soit p et m deux réels strictement positifs tels que p < m.

Etudier la position relative de C, et Cy,.
6. Tracer les courbes C; et Cy ainsi que leurs tangentes respectives T et Ty en O.

Partie C : Majoration d’une intégrale.

Soit A un réel strictement positif, on note A(X) l'aire, en unités d’aire, du domaine
délimité par ’axe des abscisses, la courbe Cj et les droites d’équation z =0 et z = \.

A
1. Sans calculer A()), montrer que A(\) < k / xe ® dz (on pourra utiliser le
0
résultat de la question préliminaire).
A
2. Calculer a 'aide d’une intégration par parties l'intégrale / re *dx.
0

3. On admet que A(X) admet une limite en + oo.
Montrer que lim A(\) < k.
A—400

Interpréter graphiquement ce résultat

Solution:

fr(z) =In(e*+kx)—z; x>=0.

Etude préliminaire : g(z) =In(l+z) —x; 2 >0

1
1. La fonction g est dérivable sur [0 ; +oo] et ¢'(z) = 102~ 1= —7 _f . < 0.
La fonction g est donc décroissante sur [0 ; +o0].
2.
x| O +00
0 : pour tout @ > 0, g(a) <0ou|ln(l+a)<a
g(x) N\
Partie A
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1. La fonction f| est dérivable sur [0 ; +oof et :
, e +1 l1—=x )
= —-1= d de 1 — 0; .
f1(x) e o 5 Jusigne de x sur [0 ; 400

La fonction f; est donc croissante sur [0 ; 1] et décroissante sur [1 ; +o0].
2. Pour tout x > 0,

fi(z)=In {e“ <1+:i>} —r=1Ine"+In (1—1—;;) —r=x+In (14_;) —r
fi(z) =1In (1—|—§U>

Comme lim — =0 lim fi(x)=0

r—4o00 T T —+00
T 0 1 +00
; 1(z) + 0 —
' In(e+1)—1
fi(=) a N
0 0
Partie B

1. La fonction fj est dérivable sur [0 ; +oo] et :
fi(x) = Lk —1=k -2 du signe de 1 — z sur [0 ; +oo[ car k >0
e C e+ ka & ’ '

La fonction fj est donc croissante sur [0 ; 1] et décroissante sur [1 ; +oo.

2. MA®me calcul que pour f; | fi (z) = In (1 + kx> et donc| lim fi(x) =0
ea:

T—+00
x 0 1 +00
fi(2) + 0 -
3 (a) In(e+k)—1
fi() /! ¢
0 0
k

Pour x > 0, soit dj (z) = fi (z) — —
e
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x 0 1 +
d.(z) + 0 —
di, (x) = fi. (x) : dj varie comme f.
dy (1)
e
k k k A
Onadg(l)=In(e+k)—1-%=Ine+In 1+— —1-—- :ln(l—kg)—g
e
Comme, In (1 + a) < a pour tout a > 0, on aura In (1 + g) -t <o
k
Donc, pour tout > 0,dy () < 01 fr () < -
4. Ty a pour équation : y — f (0) = f, (0) (x — )ou
5. p<m,
e’ +mx
In (e” =1
fon (&) = fy(e) = In (e + ) — hn (e + p) =0 S22
On a
e’ +mx
_ > >1

Jm () — fp(x) =20 & Tz = "+ mx > e’ +pr

— m—pz=20 < z=>0.

Donc, pour m > p, | Cy, est au-dessus de C,

Partie C

1. Comme la fonction f est intégrable et positive sur [0 ; A], (0 < A):
AN = fi fr(2) da
Pourz € [0; N,k >0,k >0:1In (1 n k:x> < k2, done fi (x) < ke ™.
e’ e’ e’

Les fonctions f et (z — kxe ) sont intégrables sur [0 ; A avec 0 < A, donc :

A A A
/ o (2) de < / kre~*dz soit | A (M) < k / re~*da
0 0 0

u(x)=x v (z)=
v(z)=1 wu(x)=

2. Posons {
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A
Les fonctions u, v/, v, v' sont dérivables sur [0 ; A] : on peut intégrer / re “dx
0

par parties.

/A re “dr = [—xe_””r — /A —e %z = —de ™ — {e"fr =X r—e M1
0 0 0 0

A
/ re Pdr=1— e —e N
0

3. Commeona lim e?*XA=0,etque lim e?*=0
A—400 A—4-00

A
lim ze *dz = 1.

A——+o00 Jo
A
Donc lim k [ ze ®dx =k et par suite| lim A(\) < k.
A—+00 0 A—~400
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