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Ce cours a pour but de rappeler les notions de bases essentielles pour la compréhension des
cours de mathématiques de cette année.

1 Calcul algébrique

1.1 Ecriture fractionnaire

Dans cette partie, nous rappelons ce qu’est une fraction, ainsi que les calculs qui lui sont
associés. Commencons par rappeler quelques définitions :

Soit une fraction de la forme ¢ ol a et b sont des nombres réels, alors

— a est appelé le numérateur de la fraction ¢.
— b est appelé le dénominateur de la fraction £.
On ne change pas la valeur d’une fraction en multipliant (ou en divisant) son numérateur

et son dénominateur par un méme nombre non nul. Autrement dit, si a, b et k sont trois
nombres relatifs (avec b et k différents de 0) :

g_axk i a _
b bxk b

Illustrons la proposition précédente par quelques exemples :

-4  —4x3 —12
9 9x3 21
28 28 + 7 4
—35 —35+7 —b
17 17x10 170
25 25x10 25
On peut également simplifier des fractions :

24 -8x3 -8
39 13x3 13
30 6x5 5
—42  —Tx6 -7
2><3><5><7_1O
3xT7x11 11




Exercice 1

' Simplifier au maximum chacune des fractions suivantes

56
L &
63
75
28
19
26
74
6x15
6x35

18x21
45x21
28x56
16x28

A e

Si a, b, ¢ et d sont quatre nombres relatifs (avec b et d différents de 0) :

%zgéaxd:bxc

a (&
d=bxc= - ==
a X X C b d

0
Meéthode :

Le produit en croix permet de déterminer si deux fractions sont égales :

~12 52
27~ —117 M

(—12) x (—117) = 1404 et 27 x 52 = 1404

En procédant de la méme fagon, on peut montrer que

75025 2 196418
46368 © 121393

Pour multiplier deux nombres en écriture fractionnaire, on multiplie les numérateurs entre
eux, puis on multiplie les dénominateurs entre eux.
Si a, b, ¢ et d sont quatre nombres relatifs (avec b et d différents de 0) :

X

IS}
o

X

SRS
Qo
o>
IS

X




Voici quelques exemples :
-4  5x -4  -20

9 1x9 9
-4 Tx-4 =28

3 5x3 15
24 14 24x14 3

35 °16 —35x16 5

Exercice 2

' Déterminer si ces deux fractions sont égales :

3 4 6
1 8
T o W
9 13
5o, 15
12 % 3
2 .4
5 9
256 128
384 192
512 1024
768 1536
215 3%
550 650
125 150
225 270

Deux nombres (non nuls) seront dits inverses 1'un de 'autre lorsque leur produit est
égal a 1.
Si a est un nombre relatif non nul, son inverse est %, qui se note aussi a~*.

Si a et b sont deux nombres relatifs non nuls, I'inverse de ¢ est %.

b

Pour tous nombres relatifs a et b non nuls :

a
ax —=—=1 et
a a

Quelques exemples :

— 2,5 et 0,4 sont deux nombres inverses I’'un de ’autre, car 2,5 x 0,4 =1



— L’inverse de -8 est %8 =—0,125
— L’inverse de % est %

— L’inverse de 0,6 est %

— L’inverse de 5 est 0,2; ainsi, on a, par exemple, 25—3 =23x0,2=4,6

— L’inverse de 0,25 est 4; ainsi, on a, par exemple, % =3x4=12

Diviser par une fraction revient a multiplier par I'inverse de cette fraction.
Si a, b, ¢ et d sont des nombres relatifs (b, ¢ et d non nuls), alors on a

a‘c_axd
b d b c
Exemples :

3 4 20
PTyTi*3=y
-2 -2 1 =2
= = — X — = —
3 3 5 15
3,43 9_ 27
779 774 28

Pour additionner (ou soustraire) des fractions ayant le méme dénominateur, il suffit de
conserver le dénominateur commun, et d’additionner (ou soustraire) les numérateurs entre
eUux.

Si a, b et ¢ sont des nombres relatifs (b non nul), on a

_a+c
b

4
b

SO

Quand les dénominateurs sont les mémes, 'opération est simple :

3 21 3421 24

177 4 4 6
;4+g_—4+17_§
3 3 3 3
15 4 15—4 11
77 7T 7

Pour additionner (ou soustraire) des fractions ayant des dénominateurs différents, on com-
mence par les réduire au méme dénominateur, avant d’appliquer la regle précédente.

3,2 8x2 21 6 2127

4 8 4x2 8 8 8 8
7 —5x2 Tx3 -—10 21 11
PR + = — 4 — = —

6 4 6x2  4x3 12 12 12
5
8

—3x8+5x7_—24+3j_g
7x8  8x7 56 56 56




—11+3_—11+3x6_—11+§_z
6 6 1x6 6 6 6

Exercice 3

\g
, Calculer et donner le résultat de chaque expression sous la forme la plus simple.

7 3 4
= — —)(—
5 b 1’
13 3 5
B=-"“-"4+Z_-Z
7+7 3
3 1 2
C=1t3” (3)
2 12-1
D=Z+4->
3+6 1

1.2 Puissances d’un nombre

Soient n un entier supérieur ou égal a 1 et a un nombre relatif.
a"=axax---xa (nfacteurs)

a™ se lit a puissance n ou a exposant n .

Exemples :
P =2x2x2x2x%x2=32 2000 = 2000

(=3)* = (=3) x (=3) = (=3)% = (=3) x (=3) x (=3) = —27
2\° 2 2 2 2x2x2 8
() =3%X3%3 3x3x3 -5 0=0 =1

3

Remarque : a? se lit « a au carré » ; a® se lit « a au cube ».

A Attention :

Anepasconfondr923=2><2><2=8et3><2:2+2+2:6.

Soient n et p deux entiers supérieurs ou égaux a 1 et a un nombre relatif.

a" x a’ = a"™? (On somme les deux exposants.)

Exemples :
2 x2=9x2x2x2x2x2x%x2=2"

52 x5 =5x5x5=5>



3 %32=3x3x3x3x3x3x3x3=38

Remarque :

83 x 82 x 81 = 83124 =89 1y aen tout 9 facteurs 8.

A Attention :

52 x 43 =5x5x4x4x4 Ce ne sont pas les mémes facteurs.

On ne peut pas I’écrire sous forme d’une seule puissance.

A Attention :

On ne peut pas I’écrire sous forme d’une seule puissance.

36 4+ 32 = (est une somme.

Soient n un entier et a un nombre relatif non nul.

_n 1
a = —
a'l’L
Exemples :
1 1
P X — =2XxX2X2xX —— =1
23 2%x2x2

1
28 x 273 =230 =20 =1 done 273 = %

Exemples :
25 2x2x2x2x2 3
22 2x2
3 3x3x3x3 1 L _ 4o

36 3x3x3x3x3x3 3x3 32



4 4x4axd 2
41 4
g_i 583 _ 55
7_;4 724—1 723
1-1? =113 7"=11""= %

Soient n un entier, a et b deux nombres non nuls.

(axb)”=a"xb"

Exemples :
(2x3)'=2x3x2x3x2x3x2x3=2"x3"

P X7 =4xT7)3 =28

367
37

Exercice 4

g

36
3

7
) =127

\g
' Simplifiez les expressions suivantes :

25 x 23

57 + 5%
(3%)*

70 _|_4O

85

82

1073 x 10°
(&)

972

1.

94
22

S S T o

Soit n un entier supérieur ou égal a 1.

10" =10 x 10 X --- x 10 = 1 suivi de n zéros

1
]_ L ——
0 10™

1

100---0

=0,00---01

(n chiffres apres la virgule)




Exemples :

102 =10 x 10 x 10 = 1000 10—2=i=i=001
102 100

10° = 100000 10~* = 0,0001
10°=1 10t=10 107'=0,1

Soit n un entier positif.
— Pour multiplier un nombre décimal par 10™, on déplace la virgule de n rangs vers

la droite.
— Pour multiplier un nombre décimal par 10~", on déplace la virgule de n rangs vers

la gauche.

Exemples :
25,1 x 10° = 2510000

25,1 x 107° = 0,000251

1.3 Ecriture scientifique

L’écriture (ou notation) scientifique d’un nombre relatif est Pécriture de ce nombre sous
la forme a x 10™, ou a est un nombre décimal ayant un seul chiffre non nul avant la virgule

et n est un entier relatif.

Exemples :
A =856 x 107 (A est écrit en notation scientifique.)

B =0,45 x 1072 (B n’est pas écrit en notation scientifique car le chiffre avant la virgule est 0.)

C=9,1x53 (Cnest pas écrit en notation scientifique car le 2ieme facteur n’est pas une puissance de 10.)

Ecrire en notation scientifique :

D =1732=17,32 x 10?

E=0,043=4,3 x 1072
F = 345756 = 3,45756 x 10°
G =0,000673=6,73 x 1074
H =345 x 10% = 3,45 x 10% x 10% = 3,45 x 10°
I=0,0673 x 10* = 6,73 x 1072 x 10* = 6,73 x 10>

Comparer :
a) A=6,04x10°et B=2,03x107 A< Bcar5<7

b) A=9,1x103et B=8,4x10"2 A< B car -3 < —2



c) A=4,51x10"et B=6,7x10" A< Bcar7="Tet4,51<6,7
Remarque : On compare d’abord les puissances, puis en cas d’égalité, on compare les

nombres décimaux.
Exemples :

a) Effectuer & la calculatrice 623 452 x 786 549.
On obtient 4.903755471E11.Cela signifie 4,903 75571 x 10*.

Quand le nombre est trop grand, la calculatrice donne la valeur la plus précise possible en
utilisant une notation scientifique.

b) Effectuer a la calculatrice 0,012 345 < 915 234.

On obtient 1.34883538E — 8.Cela signifie 1, 348 83538 x 1075.

2 Fonction exponentielle de base e

FIGURE 1 — Tableau de variation et représentation graphique de la fonction logarithme.

La fonction In(z) varie de —oo a +oo lorsque = €]0; 400, il existe de méme toujours une
unique solution a ’équation In(z) = a pour tout a > 0.

Pour tout nombre a, on note exp(a) le nombre réel, que 'on appelle I’ exponentielle de
a , qui est I'unique solution de I’équation In(z) = a.

— exp(0) =1 carIn(1) =0

— exp(l) =ecar In(e) =1

— Plus généralement : exp(z) = y < = = In(y) : les fonctions exp et In sont des
fonctions réciproques.

On sait que, pour tout entier relatif n, In(e™) = n, et donc que exp(n) = ™. On généralise
cette notation a tous les nombres réels : exp(xz) = e®. La fonction exponentielle associe a un
nombre réel x la puissance x du nombre e. On parle pour cette raison de fonction exponentielle

de base € .



Comme exp(z) = e” est une puissance, on retrouve aussi les propriétés des puissances pour
. 7’ . /
I’exponentielle : pour tout réel a et tous entiers n et n’ on a a™a™ = a
tielle :

’ .
nt+n’ soit pour 1’exponen-

Pour tous réels a et b, exp(a + b) = exp(a) X exp(b).

o 44
& Démonstration :

Soient a et b deux réels, on a : In(exp(a + b)) = a + b d’une part, et d’autre part
a+ b= In(exp(a)) + In(exp(b)). Or In(exp(a)) + In(exp(b)) = In(exp(a) x exp(d)),
et donc, on a a + b = In(exp(a + b)) = In(exp(a) x exp(b)), d’ou le résultat. O]

— exp(z) = €”

— In(e%) =a
- eln(b) —p
— Pour tous réels x et y > 0, y =e® & In(y) =z

— Pour tout réel z, e >0
o ea—i—b _ eaeb

- eafb _ Z_:

_ea— L
ca

o (ea)b — eab

Exercice 5

\g
' Simplifiez les expressions suivantes :

1. e3 xe

A A A
|

3) Etude de la fonction exponentielle

Les fonctions logarithme népérien et exponentielle sont réciproques I'une de 'autre : pour
tout réel z, In(exp(z)) = .

10



Soit f la fonction définie par f(x) = In(exp(x)), donc f(z) = «.
f est une fonction composée, et donc, f'(x) = exp’(x) In’(exp(r)) = exp’(z) -
D’autre part, comme f(x) =z, on a aussi f'(x) = 1.

i’;‘;((;)) =1, ce qui montre que exp’(z) = exp(z).

1
(@)

En résumé, on a donc f'(x) =

La fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale a sa dérivée :

pour tout réel z, exp’(z) = exp(z).

— Pour toute fonction u dérivable, on a (e*)’ = u' exp(u).

— Comme pour tout réel z, e* > 0, on en déduit que la fonction exponentielle est
strictement croissante sur R.

En particulier, pour tous réels a et b :
— e’ =elea=0b
—e?<elea<h
—e*>cetea>h

Soit M (z,y) un point de la courbe représentative de la fonction exponentielle, donc tel que
y = €*. On a alors que In(y) = z, et donc le point M’(y, x) est un point de la courbe représentative
du logarithme népérien.

11



Exercice 6

\g
' Résolvez les équations suivantes :
1. e*=7

NS Otk W
@
8
+
=
e

Comme les points M (z,y) et M'(2',y’) par la symétrie d’axe la droite y = z, les courbes
représentatives du logarithme népérien et de 'exponentielle sont symétriques I'une de 'autre par
rapport a cette droite.

T —00 +0o0
exp'(r) = exp(x) +

exp /
0

On déduit ainsi des limites de la fonction logarithme népérien celles de I’exponentielle :

limg 400 € = 400 et lim, . e* = 0.

La droite d’équation y = 0, c’est-a-dire 'axe des abscisses, est asymptote a la courbe repré-
sentative de la fonction exponentielle en —oo.

Le graphique précédent permet de plus de comparer le comportement en +oo des fonctions
x> In(z), x — et x> e”.

On revoit que In(z) est négligeable devant z lorsque z tend vers 0 et 400 : lim, gz In(z) =0
et limg 51 o0 hlg(f) =0.

De méme, e” est prépondérant devant x en —oo et +o0.

0 . T
limg oo xe® = 0, et limy_, o £~ = +00.
x

Plus généralement, pour tout entier n, lim, ,_ . 2™e® =0, et lim, ., ., & = +o00.
’ ’ ) +oo %

12



3 Somme de termes et produit de facteurs

— Développer c’est transformer un produit en une somme (ou différence) de termes.

— Factoriser c’est transformer une somme en un produit de facteurs.

Exemple :
x(4—y) =4z —zy

0
Méthode :

Développer une expression
A= (z+2)(4x—3) —x(7T—x)

On développe le membre de gauche en appliquant la double-distributivité et le
membre de droite en appliquant la distributivité.

A= (2+2)4x —3) —2(7T—2) =42 -32+8r -6 - Tz + 2> =522 —22 -6

On dit que la multiplication est distributive par rapport a l'addition (ou la soustraction).
Dans ’exemple, on a distribué la multiplication par x sur les termes 4 et y.

Exercice 7

\g
' Développer les expressions suivantes

— Sommes (ou différences) de termes
—x—3
— (2z+4) + 32z
— 5-—2)—(9+92)
— 3+ (2+32)(z—2)

— Produits de facteurs
— (6z+1)(z—1)
— 2(1+6x)
— 8—z)2+x)
— (3 +8xz)(z — 8)?

13



A Attention :

Certaines valeurs sont dites "interdites"! Pour certaines expressions dépendantes de
z, il existe des valeurs de x pour lesquelles on ne peut pas calculer I'expression.

Prenons ’exemple suivant :
5

44+

Pour z = —4, 4+ 2 = 0. Il n’est donc pas possible de calculer A(—4). Pour expres-
sion A(z), x désigne un nombre réel différent de —4.

A(z) =

La notion de valeurs interdites nous améne & une autre notion importante en mathématiques,
la notion de domaine de définition . Le domaine de définition de A(z) = 2= est | — oo, —4[U] —
4, +o0].

4+ac

(a+b)? = a® + 2ab + b?
(a—b)?=a®—2ab+b?
(a+b)(a—b) = a® — b?

Exemples :
(x—5)2=a2?—2xax5+5°=2—10x+25

2z —1)(2zx+1) = (22)? - 12 =42% — 1
2?4 62+9=0+2x3x2+3>=(z+3)?

Exercice 8

\g
' Développez les expressions suivantes en utilisant les identités remarquables :
1. (3z+5)2
2o -7
. (4z + 3)(4z — 3)
. (bz + 6y)?
. (Ta — 4b)?

U W N

14



Exercice 9

\J
' Factorisez les expressions suivantes en utilisant les identités remarquables :
1. 22 + 62+ 9
2. 422 — 122+ 9
3. 16a? — 25b°
4. 4922 — 56xy + 163>
5. 36a% — 64b°

4 Réduire au méme dénominateur

Réduire au méme dénominateur c¢’est transformer une somme (ou une différence) de deux
fractions en une seule fraction.

Pour tout nombre a, b, ¢, d réels on a :

ad bec ad+be

C
a7 bd Tbd  bd

Sy
b

0
Meéthode :

Prenons I’équation suivante et réduisons la au méme dénominateur :

Tx 5
r—2 3-—=x
_ TaB-z)  5(z-2)
(2 -2)B3-2) (z-2)(B-=x)
_ Tz(3—x) —5(x —2)
- (@-2)B-2)
21z — Tz? — 52 + 10
(x—2)3—x)
—722 + 16z + 10
(x—-2)(3—x)

15



Exercice 10

' Réduire 'expression suivante :

5x

B=3
+2x+1

5 Equation du premier degré

Toute équation du premier degré peut se mettre sous la forme :

ar=1>b

Qs 920 . . . _ b
Si a # 0 alors I'équation a une unique solution z = .

— Sia=0et b= 0 alors tout = est solution S = R.

— Sia=0 et b=#0 alors I'’équation n’a pas de solution S = ().

Exemple : Soit ’équation suivante :

r+2 3x—-2) —Tr+2
- = +

= 2
3 4 12

Pour éviter de "trainer" des dénominateurs, multiplions par le dénominateur commun, ici 12 :
(x12) 4(z+2)—9(z—2)=—-Tz+2+24
dr+8—-9x+18=—-Tx+2+24
dr — x4+ Tr =—-8—18+2+24
20 =0
z=0

On conclut par 'ensemble solution : S = {0}.

Exercice 11

' Résoudre les équations suivantes :

T —3 T —2
20 —4 2z -5
4 1 -3
-4z x-3
(x —1)2x+3)=(x—1)(x —6)
2

(5z +2)* = (x +1)

16



6 Equation du second degré dans R

Une équation de degré 2, d’inconnue z, sous forme développée, s’écrit az? + bx + ¢ = 0,
ol a, b et ¢ sont des nombres connus avec a # 0.

Résoudre dans R une équation d’inconnue z, c’est trouver les solutions réelles, c’est-a-dire
les valeurs des réels x qui rendent 1’égalité correcte.

Exemple : 322 — 22 — 5 = 0 est une équation de degré 2.
— En remplacant x par 1 dans 322 — 22z — 5, on obtient -4. Le nombre 1 ne rend pas 1’égalité
correcte. Donc 1 n’est pas une solution de I’équation 322 — 2z — 5 = 0.
— Tandis que, en remplacant = par -1 dans 322 — 22 — 5, on obtient 0. Le nombre -1 vérifie
I’égalité. Donc -1 est une solution de I’équation 322 — 22 — 5 = 0.

Soit f(x) = ax?® + bz + c. On dit que « est une racine de f(z) si f(a) = 0.

Dans I'exemple précédent f(x) = 322 — 22 — 5 =0, @ = —1 est une racine de f(z).
@,
- Méthode :

Pour résoudre dans R az? + bz + ¢ = 0 avec a # 0.
On calcule le discriminant b? — 4ac, noté A, puis il suffit de regarder le signe de A
pour pouvoir conclure, en utilisant le tableau suivant :

A =b? — dac
— Si A < 0 (son signe est -), on peut conclure : I’équation n’a aucune solution
réelle. S = ()

— Si A =0, on peut conclure : I’équation a une solution unique réelle, calcul de

cette solution : 5

]

/ /"
r =T

_ [=b
S={z
— Si A > 0 (son signe est +), on peut conclure : ’équation a deux solutions
réelles, calcul de ces solutions :

,  —b—VA
- 2a

bt VA
o 2a

17



Exercice 12

\g
' Résoudre dans R les équations suivantes :
— 222 -32x4+5=0
— 42?2 +4x4+1=0
— 422 -3z -10=0

Inéquations

— Si ’on ajoute ou soustrait un méme nombre a chaque membre d’une inéquation, on
obtient une inéquation équivalente (c’est-a-dire qui a les mémes solutions).

— Si 'on multiplie ou divise chaque membre d’une inéquation par un nombre stricte-
ment positif, on obtient une inéquation équivalente.

— Si 'on multiplie ou divise chaque membre d’une inéquation par un nombre stricte-
ment négatif, on obtient une inéquation équivalente en changeant le sens de 'inéga-

lité.
@,
- Méthode :
Pour résoudre 'inéquation —3x + 5 > 0, on soustrait 5 a chaque membre :
—-3z4+5-5>0—-5 = —3x > —5.
Comme —3 est négatif, on divise chaque membre par —3 en changeant le sens de
I'inégalité :
< 5
< =
3
_ .5
Donc S =] — oo; 5.
Remarques

En appliquant le théoreme précédent a ’expression ax + b, on obtient :

b
ax+b>0 < ar>-b < xr>—— sia>0,
a

et
b
ar+b>0 <= ar>-b < r<—— sia<O.
a

18



Un produit de facteurs A(z)B(z) est positif ou nul si et seulement si les deux facteurs
A(z) et B(x) sont de méme signe. Ce produit est négatif ou nul si et seulement si les deux
facteurs A(x) et B(z) sont de signes contraires.

Exercice 13

\g
' Résoudre I'inéquation (z — 5)(—3x +4) > 0.

A(x)

Un quotient est défini si et seulement si son dénominateur B(x) est non nul. S’il est

B(x)
défini, il est positif ou nul si et seulement si A(x) et B(x) sont de méme signe, et il est

négatif ou nul si et seulement si les deux facteurs A(z) et B(z) sont de signes contraires.

Exercice 14

' Résoudre I'inéquation 222 > 0.

19



