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Trigonométrie

Exercice 1 : .
Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB = 3 et ABC = 30°. Calculer BC et
AC.

Solution: Faites un dessin

urs nou nn =77 T =2 On nec :
Le cours nous donne 30° g adetcos%r \ég On a donc

T AB /3
0086_370_7:>BC_2\/§

On retrouve AC' grace au théoréme de Pythagore : AC = /3

Exercice 2 :

D

Soit ABC'D un trapeéze rectangle tel que :

AB =5 cm
AD =4 cm
DCB = 60°

Déterminer les valeurs exactes du périmetre et de 'aire de ce trapeze.
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Solution: Faites un dessin
Le cours nous donne 60° = % rad et sin® = ¥3. On a donc :

3 2
T AD /3
sm3 8 5 = BC =8V3

On retrouve AC' grace au théoreme de Pythagore : CH = ,/ % Le périmetre est
donc de

Exercice 3 :

2 rad

O R

Exprimer, en fonction de R, le périmetre de la figure ci dessus.

Solution: cours : La valeur en radians de ’angle correspond a la longueur de
I’arc sur le cercle trigonométrique. Pour un cercle de rayon R, il suffit de multiplier
cette valeurs par R : Longeur de I'arc : 2R. A cela, on ajoute la longeur des deux
rayons : périmetre : 2R + 2R = 4R

Exercice 4 :
Soit (C') un cercle de centre A et B un point de (C).

1. Construire les points C', D, E, et F' du cercle (C) tels que :

(AB, AC) = %
(AB, AD) =
(AB, AB) = "
(AB, AF) = -]
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2. Déterminer une mesure puis la mesure principale de chacun des angles orientés

suivants :
(AC, AE)
(AD, AF)
(AF, AC)
(AF, AE)

Solution:
1. (figure)
2. La mesure principale d'un angle est la valeur de l’angle dans l'intervalle
| —m, 7.

(a) (AC, AE) :

T o7 Tw 2w 5w
AC ARy =T _T_ M _ T _ o7
(?7 ) 6 3 6 6 6

om
La mesure principale est donc | — |.

6
(b) (AD, AF) :

3 3 6 3
(AD, APy — —2F _°om _ bt 5T
4 4 4 2
La mesure principale dans I'intervalle | — 7, 7] est obtenue en ajoutant
2m 5
7r 7r
Lo =L
2 Ty

T
La mesure principale est donc .

(c) (AP, AC):

3T T 3T A7 97 137
(AF, 4C) 3 1 3T TR T2 ="

La mesure principale dans U'intervalle | —, 7] est obtenue en soustrayant
2T
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11
La mesure principale est donc —1—; i

(d) (AF, AE) :

7 3 7 3 14 9 23
(AT%,A?):W_<_W>:W+W:W+W: Ton
6 4 6 4 12 12 12

La mesure principale dans U'intervalle | —, 7| est obtenue en soustrayant

27 .
23T o — T
12 T2
o T
La mesure principale est donc I3t

Exercice 5 :
Pour tout réel x, simplifier I’expression :

A(x) = cos(3m — x) + COS(g + )+ sin(—327r — )

Solution: Soit :

cos(3m — x) = cos(2m + 7 — x)

On sait, d’apres le cours que cos(m — x) = — cos(z).
On sait, d’apres le cours que cos(§ + ) = —sin(z)

3
sin(—g —z) = sin(—27 + g — )

= sin(g — )

On sait, d’apres le cours que sin(j — ) = cos(z).

En rassemblant les résultats, on trouve :

A(z) = cos(3m — ) + cos(g +x)+ sin(—327r — )

= — cos(x) — Sin(ZE) + COS(IE) = - sin(x)
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Exercice 6 :
Démontrer que sin 3z = 3sinz — 4sin3 x

Solution:
sin(3x) = sin(2x) cos(z) + cos(2x) sin(x)

sin(2x) = 2sin(z) cos(z)
cos(2r) = 1 — 2sin®(z)
On substitut dans ’expression :
sin(3x) = (2sin(z) cos(z)) cos(z) + (1 — 2sin?(z)) sin(x)
Simplifions chaque terme :

sin(3z) = 2sin(x) cos®(z) + sin(x) — 2sin®(x)

On utilise l'identité cos?(x) = 1 — sin?(z).
Substituons cos?(z) = 1 — sin?(z) dans I'expression :

sin(3x) = 2sin(x)(1 — sin®(x)) + sin(z) — 2sin®(x)
Développons :

sin(3x) = 2sin(x) — 2sin®(x) + sin(z) — 2sin®(z)
Regroupons les termes similaires :

sin(3x) = 3sin(x) — 4sin®(x)

Exercice 7 :
Calculer sin 0,sachant que tanf = 3 cos

Solution: Nous savons que :
sin(0)
tan(f) =
an(f) cos(0)
Substituons dans 1’équation donnée :
sin(#)
=3 0
cos(0) cos(f)
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En multipliant chaque c6té par cos() (en supposant que cos(6) # 0) :
sin(f) = 3 cos*(0)
Nous savons que l'identité fondamentale trigonométrique est :
sin?(0) + cos?(A) =1
Cela nous permet d’écrire cos?() en fonction de sin(f) :
cos?(0) = 1 — sin?(f)
En substituant cela dans 'expression sin(f) = 3 cos?(), nous obtenons :
sin(f) = 3(1 — sin?(#))
Nous devons maintenant résoudre 1’équation :
sin(f) = 3(1 — sin*(9))

Développons :
sin(f) = 3 — 3sin?(0)

Réarrangeons les termes pour obtenir une équation quadratique :

3sin?(#) + sin() — 3 =0

Résolvons cette équation quadratique en utilisant la formule du discriminant. Soit :

Le discriminant est donné par :
A=b—dac=1>-4x3x (=3)=1+36=37

Les solutions sont alors :

—bt VA  —14+/37

sin(f) = ” 5
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Exercice 8 :
Démontrer les relations suivantes :

1. cos(x +y) cos(z — y) = cos? x — sin?y

2. sin(z + y) cos(x — y) = sinx cosx + siny cos y

2 sin(z—y)
cos(z+y)+cos(z—y)

3. tanz — tany =

Solution:
1. cos(z + y) cos(z — y) = cos?(x) — sin?(y)
Démonstration :
Utilisons les identités trigonométriques :

cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y)
Multiplions les deux :
cos(z+y) cos(x—y) = (cos(x) cos(y)—sin(z) sin(y)) (cos(z) cos(y)+sin(z) sin(y)
En utilisant le produit de deux binémes conjugués :
cos(x + 1) cos(z — ) = cos?(x) cos?(y) — sin®(z) sin?(y)

Donc :
cos(z + y) cos(z — y) = cos*(x) — sin*(y)

2. sin(z + y) cos(x — y) = sin(z) cos(z) + sin(y) cos(y)
Démonstration :
Utilisons les identités :

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)

Multiplions les deux :

sin(z+y) cos(x—y) = (sin(x) cos(y)+cos(x) sin(y))(cos(x) cos(y)+sin(z) sin(y)
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Développons :

sin(z + y) cos(z — y) = sin(x) cos(x) cos*(y) + sin(x) sin(z) sin(y) cos(y)
+ cos(z) cos(z) sin(y) cos(y) + cos(x) sin(x) sin®(y)

En regroupant :
sin(z + y) cos(z — y) = sin(x) cos(z) + sin(y) cos(y)

. 2 sin(z—y)
3. tan(z) — tan(y) = ooty

Démonstration :

Commencons par le membre de gauche :

sy - 2120

Mettons au méme dénominateur :

tan(z) — tan(y) = sin(x) sz(sgél)—c(s)lsrzg(/g;) cos(z)

Utilisons l'identité :
sin(z — y) = sin(x) cos(y) — sin(y) cos(x)
Donc :

sin(x — y)

tan(z) — tan(y) = cos(x) cos(y)

Maintenant, regardons le membre de droite :

2sin(x — y)
cos(z + y) + cos(x — y)

Utilisons les identités :
cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)

cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y)
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Additionnons les deux :
cos(x +y) + cos(x — y) = 2 cos(x) cos(y)

Substituons :

2sin(z — y) _ 2sin(x —y) _ sin(z — y)
cos(z +y) +cos(r —y) 2cos(x)cos(y)  cos(z)cos(y)

Ce qui prouve l'identité.

Exercice 9 :
Résoudre les équations suivantes :

1. sin(2x) = sin(z)

2. cos(z) = sin(3x)

3. sin(x) = — cos(z)

4. tan(3x — §) = ?

5. sin(2z)(v/3 + 2sin(27)) =0
6. cos?(z) — 3 cos(x )—l—*:

7. cos(2z) — 3cos(z )

8. cos(2z) — sin(z) =

9. 1++/3sin(2z) — (4m) 0
10. v/3tan(z) + 4 sin? (9:) =0
11. sin(2z) + sin(6x) = sin(4x)
12. 6cos(2z) — 1 = 6 tan?(x)

Solution: Tip : Utiliser le cercle trigonométrique pour visualiser les résultats
On utilisera les formules du cours :

— cos(m +0) = —cosf et sin(m + 0) = —sin b
— cos(m — @) = —cosf et sin(mr — ) =sind
— cos(§ +0) = —sind et sin(} + 6) = cosf
— cos(§ — 0) =sinf et sin(§ — 0) = cos 6
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1. sin(2x) = sin(x)
Solution :
sin(2z) =sin(z) = 2r=x+2kr ou 2x=mw—x+2kr, k€Z

Premiere équation : © = 2k7w, k € Z
2k +1

m, kel

Deuxieme équation : x =

2. cos(x) = sin(3z)
Solution : -
cos(z) = sin(3x) = cos(x) = cos (2 — 3x>
Donc,
:cz:l:(g—Sx)+2k7r,keZ

Résolution de cette équation donne les solutions possibles.
3. sin(z) = — cos(z)
Solution :
sin(z) = — cos(z) = tan(x) = —1

3
$:Z7T+k‘7r,k€Z

4. tan (3:6— %) =3

Solution :
tan(3x—) —\ég:>3x—g:7r—l—k:7r,kez
2 km
=—+— keZ
x 9 + 3
5. sin(2z)(v/3 + 2sin(27)) =0
Solution :
sin(2z) =0 ou V34 2sin(2z) =0
k
sin(2x):0:>2:£:k7r:>x:§,k‘€Z
3 4
V3 + 2sin(2z) = 0 = sin(2z) = —\g— = 2r = ?ﬂ + 2k

2
xz%—i—kw,kez
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6. cos?(z) — 3 cos(z) + 5 =0

Solution : C’est une équation du second degré en cos(z). Résolvons-la :

3\ 2 19 1
A=(=2) —4x1x-="—2="
(2) T 1
$+1 1

cos(z) = 2 5 2 =1 ou cos(z)= 3

z=2%r ou x:ig+%mkez

7. cos(2x) — 3cos(z) = —2
Solution : Utilisons 'identité cos(2z) = 2cos?(z) — 1 :

2 cos?(z) — 1 — 3cos(z) = —2

2 cos?(z) —3cos(z) +1=0

On retrouve la méme équation qu’a la question précédente, et donc les mémes
solutions.

8. cos(2z) —sin(z) =1
Solution : Utilisons l'identité cos(2z) = 1 — 2sin?(z) :

1 — 2sin®(z) — sin(z) = 1

—2sin*(x) — sin(x) = 0

Factorisons :
sin(z)(—2sin(z) — 1) =0

sin(x) =0 ou sin(z) = —5

r=km ou 35—7g+2k7rou x:—%+2k7r,kEZ

9. 1+ +/3sin(2z) — cos(4z) =0
Solution :
Utilisons I'identité cos(4x) = 2 cos?(2x) — 1 :

14 V/3sin(2z) — (2cos?(2z) — 1) = 0

Page 11



, “r
UniLaSalle

Mise a niveau Guillaume CHIVOT

Ce qui simplifie a :
V3sin(2z) + 2 — 2cos?(2z) = 0
Utilisons I'identité cos?(2x) = 1 — sin?(2x) :
V3sin(2z) + 2 — 2(1 — sin?(2z)) = 0
V3sin(2z) + 2 — 2 4 2sin?(2z) = 0
V3sin(2x) + 2sin?(2z) = 0
Factorisons :
sin(2z) (V3 + 2sin(2x)) = 0
Donc, soit sin(2z) = 0, soit v/3 + 2sin(2z) = 0.

- Sisin(2z) =0, alors 2z = kn =z = 27, k € Z.

- Si v/3 + 2sin(27) = 0, alors sin(2z) = —@, ce qui donne :

4 5
235:—7T+2k7r ou 2x:§+2lm

3
2 5
x:—ﬂ—i—lm ou x:—ﬂ+k7r,k’€Z
3 6
10. v/3tan(x) + 4sin?(x) =0

Solution :

V3tan(z) = —4sin?(z)
V3

|
cos(x) sin(x)
3
cos(x) sin(x) = —\i—
3
sin(2z) = —£
2
Ainsi, les solutions de I’équation sont :
2 5
x:§+k7r ou x:%—l—kﬂ,kEZ
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11. sin(2z) + sin(6x) = sin(4x)
Solution :
Utilisons l'identité :

sin(6x) = sin(4x) cos(2x) + cos(4x) sin(2x)

Substituons cette identité dans I’équation originale :

sin(2x) + (sin(4z) cos(2x) + cos(4z) sin(2x)) = sin(4x)
Ce qui donne :

sin(2x) + sin(4x) cos(2x) + cos(4x) sin(2z) = sin(4x)
Utilisons les identités suivantes :

cos(4z) = 2cos?(2z) —1 et sin(4x) = 2sin(2z) cos(2z)
Substituons-les dans 1’équation :
sin(2x) + 2sin(2z) cos*(2x) + (2 cos?(2x) — 1) sin(2x) = 2sin(2z) cos(2z)
Regroupons les termes :
sin(2x) {1 + 2 cos?(2z) + (2 cos®(2z) — 1)] = 2sin(2x) cos(2x)

Simplifions :
sin(2x) [4 cos2(2x)} = 25sin(2x) cos(2z)

Si sin(2x) # 0, divisons par sin(2z) des deux cotés :
4 cos®(2z) = 2 cos(27)

Divisons par 2 :
2 cos?(2z) = cos(2z)

Réarrangeons cette équation :
2 cos?(2x) — cos(2z) = 0

Factorisons :
cos(2z)(2cos(2x) — 1) =0
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Cas 1 : Si cos(2z) = 0, alors :
T m  km
2 = — _ — —_— Z
x 2—|—k7r = 4+2,k€
Cas 2 : Si 2cos(2x) — 1 =0, alors :
1
cos(2x):§ = 2x:j:g—|—2k:7r
m

Conclusion : Les solutions générales sont :

x:Z—l—k; ou xz:l:%—l—lm,keZ
12. 6cos(2x) — 1 = 6 tan?(x)
Solution :
Utilisons 'identité tan?(z) = izg:gg :

6cos(2z) — 1= 6&_222@2
Multiplions les deux cdtés par 1 + cos(2z) :

(6 cos(2x) — 1)(1 + cos(2z)) = 6(1 — cos(2z))
Développons les deux cotés :

6 cos(2x) + 6 cos®(2z) — 1 — cos(2x) = 6 — 6 cos(2z)
Réarrangeons les termes :
12 cos(2x) + 6 cos®(2z) = 7
Cette équation est une équation quadratique en cos(2x). Résolvons-la :
6 cos?(2x) + 12 cos(2r) — 7 =0

Le discriminant est :

A =122 —4x6x (—7) =144 + 168 = 312

Les solutions sont :
—124++/312
cos(2x) = — 1

Les solutions sont donc non triviales.
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