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TD : Résolution d’équations
algébriques dans C

Ce TD traite des équations algébrique dans C du second degré. A la fin de ce TD, vous
devez savoir :

— Déterminer la racine carrée d’'un nombre complexe.

— Résoudre des équations du second degrés dans C

1.1 Racine carrée d’un complexe

2

On appelle racine carrée d’un complexe a, tout nombre complexe z tel que z° = a.

— )

Tout complexe non nul admet deux racines carrées opposées .

16

Q{} Démonstration :
&  Soit deux complexes z et a tel que z = re
Par définition, on a :

soit une racine carrée de a = pe'®.

2 2i¢ _ .0
p e’ =re

ce qui équivaut a
2 . . [5 I3
P =1 et 20 =0 [27]

. . , 0
Le nombre complexe z admet donc deux racines carrées opposées /re'z et

— \ﬂ(,’"g = \ﬁ(ti(g+”>
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@ Méthode :

w
Pour rechercher les racines carrée Z = X + ¢Y d’un complexe non réel

z = x + 1y, on utilise les relation suivantes :

Re(Z?%) = Re(z) (1)
|1Z|* = |4] (2)
Im(Z?) = Im(z) (3)

Les équations (1) et (2) nous permettent de trouver les valeurs absolues de X
et Y :

X2 4+Y? =7
X% —Y? = Re(2)

ce qui nous donne

o el Re(2)
2

2 Il = Re(2)
2

On a donc, pour le moment, quatre solutions possibles . Pour réduire le
nombre de solutions, on utilise I’équation (3)

2XY = Im(2)

Cette équation nous permet de déterminer le signe du produit XY et réduit
le nombre de solutions possible a deux.

FExemple : On recherche les racines complexes de z = 1 + ¢ sous la forme de deux
complexes Z1 =X +1Y et Zo=—X —1Y.Ona:

Re(z)
Im(2)
2| = v2

1
1>0
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En utilisant la méthode précédente :

_ |z| + Re(2) _ 1++2

X2
2 2
V2 |z| — Re(z) B 142
N 2 N 2

On sait que la partie imaginaire Im(z) est positive et que par conséquent le produit XY
est lui aussi positif. On en déduit les solutions :

14+v2  [-1+42
Zl:\/+2f+i\/ ;\/‘

[T+Vv2 . [=1+42
Ly = — — i\ ——
2 2
Exercice 1 :

Résoudre les équations suivantes en démontrant, pour chaque éléments, le résultat :
(a) 2=2%=—T+ 24i

(b) z2=2%=-3—4i

(c) z=2%=1+4/3

Solution: On a donc
(a) Z% = =T+ 24i

2| = V72 + 242 = /625 = 25
_ |z[+Re(z) 25-7

X2 =9
2 2
v2_ || —2Re(z) _ 25;—7 _16

Onadonc Z=3+410u Z = —3 — 44.
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(b) 72 = —3 — 4i
= VE B = VB =5
X2

2 2
Y

2 2

Onadonc Z=1—-2iou 2z =—-1+ 2.
(c) Z2=1+1iV3

o |zl +Re(z) 2-1

X
2 2
V2 _ |z| =Re(z)  2+1
B 2 2

OnadoncZzig—i-%z’ouZ:_%_

_ |2+ Re(z) 5-3

s l:|-Re(z) 543 _

=V VA = Vie2

1

4

1
2
3
2
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1.2 Reésolution d’une équation du second degré

Soit a, b et ¢ trois complexes, avec a # 0. Considérons I’équation :

az’ +bz+c=0. (E)

On note A = b — 4ac son discriminant.
— Si A # 0, alors en appelant § une racine carrée de A, I’équation (E) admet

deux racines distinctes :
—b+0
Z =
! 2a
et
—b—9
= .
2 2a

— Si A =0, alors I’équation (E) admet une racine double

—b
20 = —.
0 2a
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& Démonstration :
& Pourtout z€ C,ona:

. l :
az’+bz+c=a </2+)z+(>
a
— 4ac
2(1 4(1
(( 2(1) 4a2)

Supposons A # 0; en notant ¢ une racine carrée de A, on a :

> b S AV A
az vz +c=allz —— | =alz z .
2a 4a? 2a 2a

L’équation (E) admet donc deux racines distinctes : —%2° et —7.

. 2
— Supposons A = 0; alors az? + bz +¢c = a (z + 2%) et (E) admet une

b

racine double zg = —~.
2a

Exercice 2 :
Résoudre les équations suivantes :

(a) 22—2(2+i)z+6+8i20
(b) 24+ 2+1=0
(c) i22+ (4i—3)z2+i—5=0
(d) 22-z2+2=0

Solution:

(a) Résoudre ’équation z? — 2(2+ 1)z + 6 + 8 = 0.
Etape 1 : Mise sous forme standard
L’équation est déja sous forme quadratique :

22 —2(241d)z+ (6 +8i) =0
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Etape 2 : Identification des coefficients
Identifions les coefficients :

a=1, b=-22+i)=—-4—-2i, c=6+8i
Etape 3 : Calcul du discriminant
Le discriminant est donné par :
A = b* — dac
Calculons b? :
b = (—4—2i)> =16 + 16i — 4 = 12 + 16i
Calculons 4ac :
dac=4x1x (6+8i) =24+ 32i
Le discriminant est donc :
A =b* —4ac = (12 + 167) — (24 + 32i) = —12 — 164

Etape 4 : Calcul de VA
Nous cherchons les racines carrées de A = —12 — 16i. Posons Z = X + 1Y
tel que Z2 = A.

A = \/(—12)2 + (~16)2 = V144 1 256 = v/400 = 20
o |z|+Re(z) 20-12

X 4
2 2
— 2 12

et :

2XY =-16 = XY =-8<0

Les combinaisons possibles sont :
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— X =2,Y =—4 (car 2 x (—4) = -8)
— X =-2,Y =4 (car (—2) x4 = -38)

Les racines carrées de A sont donc :
2 — 43
VA=Z=X+iY = v
—24+ 4z

Etape 5 : Calcul des solutions de ’équation quadratique
La formule de résolution est :

b+ VA
T
Calculons —b :
—b=—(—4-2i)=4+2i

Premiére solution :

A2+ (2-4i) 62

21 5 = 9 = 3-2
Deuxiéme solution :
4+ 29 -2+ 43 2+ 62
. + 20 + ( —i—z): +z:1+3i

2 2
Conclusion :
Les solutions de I’équation sont :

z=3—1 et z=1+3

Résoudre I’équation 22 + 2 +1 = 0.
Etape 1 : Calcul du discriminant

A=b —dac=(1 -4x1x1=1-4=-3

Etape 2 : Calcul de VA
Nous cherchons Z = X + iY tel que Z? = —3.
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Les racines carrées de A sont donc :

VA=Z7=0+iY = +iV3

Etape 3 : Calcul des solutions de ’équation quadratique

b VA —1440V3
S22

z

Conclusion :
Les solutions sont :

et AV ) Sl AYE

® 2 & 2

(c) Résoudre I’équation iz* + (41 — 3)z +i — 5 = 0.
Etape 1 : Mise sous forme standard
Divisons toute I’équation par ¢ :

P24 (4432 —14+5i=0

Les coefficients sont :

a=1, b=-4+3i, c=—-1+5i

Etape 2 : Calcul du discriminant

A = b — dac

Calculons b? :

V= (—4+3i)°=7—24i

Calculons 4ac :

dac =4 x 1 x (=1 + 5i) = —4 + 20

Le discriminant est :
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A = —dac = (7 — 24i) — (=4 +20i) = 11 — 44i

Etape 3 : Calcul de VA
Nous cherchons Z = X + 1Y tel que Z? = 11 — 44;.

|A| = /112 + (—44)2 = /2057

X2 _ |z| + Re(z)  v2057 + 11
B 2 B 2

V2 |z| —Re(z) 2057 — 11
- 2 B 2

Déterminons les signes :

2XY = 44 = XY =-22

Les racines carrées de A sont done :

\/\/2057 +11 i\/\/2057 —11
2 2

VA=7=X4iY =
[V/2057 + 11 L [/2057 — 11
— e — Z e —
9 2

Etape 4 : Calcul des solutions de I’équation quadratique

La formule de résolution est :

b VA
===

z
Calculons —b :

—b=—(—4+3i))=4—3i

Les solutions sont donc :

4-3it VA
-—

z
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Conclusion :

Les solutions sont exprimées en fonction des racines précédentes.
Résoudre ’équation 2> — z + 2 = 0.

Etape 1 : Ecriture en termes de z et Y

Posons z = x + iy, alors Z = x — 1y.

L’équation devient :

(z+iy)* — (z—iy) +2=0
Développons (z + 1y)? :

(z +iy)? = 2° + 2izy — y°
L’équation devient :

(2% —y? + 2ixy) —x +iy+2=0

Séparons les parties réelles et imaginaires :
Partie réelle :

-y —x+2=0 (1)

Partie imaginaire :

2ey +y=0 (2)

Etape 2 : Résolution du systéme
De (2), factorisons y :

y(2r +1)=0
Deux cas possibles :
Cas1:y=0
Dans ce cas, (1) devient :

2 —x+2=0

Le discriminant est :
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Calculons :

Simplifions :

Donc :

Conclusion :

A=(-1)-4x1x2=1-8=-7

Pas de solution réelle.

1

Cas2:27+1=0 = T=-3
Substituons dans (1) :

NN o, 1
—2) =yt == 42=0
( 2) voat

1, 1 , 11
St 4220 = P -—Z42=0
1Yot yryTag’t

Les solutions sont :

7
2
_ - =0
7 i
2
= - -+
y=3 =Y 2
7 7
Z:——l—i\é_ et z:——i\g_
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Soit a, b et ¢ trois complexes, avec a # 0. Les nombres complexes z; et z5 (éventuel-
lement égaux) vérifient :

Zl+2’2:——
a

et
c

Z129 = —
a

si, et seulement si, z; et 2z sont les deux racines (éventuellement confondues) de
I'équation az? + bz + ¢ = 0.

¢Q Démonstration :
— Si z1 et 29 sont les deux racines de 1’équation, en utilisant les formules
donnant les racines d'une équation du second degré on obtient facile-

ment :
b
21 + 29 = ——
a
et
C
2189 =— —.
a
Lo ) 3A o b N C . e
— Réciproquement, si z; + 29 = —, et 2120 =7, alors :

alz—z1)(z —z) =a <,:/2 — (214 22)2 + zm) =az’ +bz +c,

et donc I'équation az?+bz+c = 0 a pour racines z; et 2, (éventuellement
égales si 21 = 29).

Exercice 3 :
Résoudre les équations suivantes :
(a) 22+ (1+a+a*)z+a(l+a*) =0
(b) 2% —2zcos(0) +1=0

Solution:
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(a) Cette équation est de la forme quadratique Az? + Bz + C = 0 avec :

A=1, B=1+a+ad* C=a(l+ad?).

Selon la proposition, les racines z; et zo vérifient :

2t z=——=—(1+a+a?,

2129 = — = a(l + a?).

Qo Q|

Les solutions de 1’équation se déduisent facilement :

z=—a et z=—(a’>+1)|

(b) Cette équation est de la forme quadratique az? + bz + ¢ = 0 avec :

a=1, b=-2cos(f), c=1.

Selon la proposition, les racines z; et zo vérifient :

b
2+ 29 = = 2 cos(h),

c
2129 = — = 1.
a

Les solutions de I’équation se déduisent facilement, si I'on considere que
cos?f +sin?0 =1 :

z =cos(f) +isin(f) et z=cos(h)—isin(f)|

Exercice 4 :
On cherche a résoudre 1’équation

P (1+i)2+ (G —1)z—i=0.

(a) Rechercher une solution imaginaire pure ai a ’équation.
(b) Déterminer b,c € R tels que

B (14022 + (G —1Dz—i=(2—ai)(2*+bz+c).
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(c) En déduire toutes les solutions de ’équation.
(d) Sur le méme modele, résoudre 1’équation

22— (24022 +2(1 +1i)z —2i = 0.

Solution:
(a) ai est solution de I’équation si et seulement si

—i+ (i —1)ai — (1 +i)a® —ia® = (—a — a®) +i(—1 —a—a* —a®) = 0.

La partie réelle et la partie imaginaire du complexe doivent étre nulles, et
donc az est solution de I’équation si et seulement si :

a+a®>=0
l+a+a®+a*>=0.

La premiere équation donne a = 0 ou a = —1, et seul a = —1 convient pour
la deuxieme équation. Donc —¢ est solution de I’équation.
(b) On cherche b, ¢ tels que

21402+ -1Dz—i=(2+14)(z*+bz+c).
Pour cela, on développe le second membre :
(z+0)(z2+bz+c) =2+ (b+14)2° + (ib+ )z + ic.
Par identification, on doit avoir :
b+1=1+1
th+c=1—1
1c = —1i.
On trouve b =1 et ¢ = —1, et donc la factorisation :

B+ + G -Dz—i=(z+)(2+2-1).

(c) z est solution de I'équation si et seulement si z = —i ou 22 + 2z — 1 = 0. Les
racines de cette équation sont :
—1-+/5 —1+45

z2=— ¢t z
2 2

L’équation admet donc trois solutions, qui sont —i, _15‘/5 et _1;”/5.

(d) Sur le méme modele, on trouve que les solutions de 'équation 2% — (2+1)z2 +
2(1+4)z—2i=0sont 4, 1 +iet 1 —i.
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