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1 Rappel des notions de géométrie plane élémentaires

Avant d’expliquer les notions avancées de géométrie dans le plan, nous allons revenir sur les
notions vus dans les classes précédentes et qui sont fondamentales pour comprendre les applica-
tions de mathématiques et de physique plus avancées.

Comme son nom l'indique, la géométrie plane traite des notions de géométrie dans le plan, c’est
a dire en deux dimensions. Pour pouvoir se repérer dans ce plan, il faut définir des coordonnées.
Pour cela, nous avons besoin d’une base. En géométrie, on nomme cette base un repere.

Un repere dans un plan est un ensemble de trois points O, I et J non alignés. On note
se repére (O, 1, J).

— Le point O est appelé origine du repere .

— La droite (OI) est appelé axe des abscisses . La longueur du segment [OI] nous
donne l'unité de ’axe des abscisses.

— La droite (OJ) est appelé axe des ordonnées . La longueur du segment [O.J] nous
donne I'unité de ’axe des ordonnées.

. J

Un repére permet, comme son nom l'indique, de se repérer dans un plan : on ne peut définir la
position d’un point qu’en fonction de celui-ci. Ils existent plusieurs types de repéres interessants.

— Un repeére est dit  orthogonal si les droites (OI) et (OJ) sont perpendiculaires en

0.

— Un repere est dit normé si les segments [OI] et [OJ] sont de méme longeur.

— Un repere est dit orthonormé si il est a la fois orthogonal et normé.

Une illustration graphique est représentée sur la figure (1).

— Dans le premier repére, les droites (OI) et (OJ) sont perpendiculaires, mais les segments
[OI] et [OJ] sont de longueurs différentes. C’est donc un repére orthogonal.

— Dans le deuxiéme repeére, les droites (OI) et (OJ) ne sont pas perpendiculaire, mais les
segments [O1] et [OJ] sont de méme longueur. C’est donc un repére normé.

— Dans le dernier repére, les droites (OI) et (OJ) sont perpendiculaire et les segments [O]]
et [OJ] sont de méme longueur. C’est donc un repére orthonormé.



Repere orthogonal Repere normé Repere orthonormé

FIGURE 1 — Réprésentation de trois types de repére : orthogonal, normé et orthonormé

Un vecteur que l'on note @ est un objet mathématique que l'on définit par

— sa direction.
— son sens.
— sa longueur.

Si on lui rajoute un point d’application A, il définit une translation dans le plan de ce
point A dans un autre point B.

A

FIGURE 2 — Représentation d’un vecteur u appliqué au point A. On voit qu’il permet de passer
du point A au point B

La notion de vecteur permet de définir la notion de vecteur de base dans un repere. Ainsi, le

vecteur (—)7 définit le vecteur des abscisses et le vecteur O-j définit le vecteur des ordonnées. Tout
point du plan M peut donc s’écrire comme OM = 1:04} + yOJ. Dans la suite, nous nommerons

— z
OI comme i et O—j comme j .

2 Modes de repérage d’un point

Pour repérer facilement un point dans I’espace, on utilise un repeére orthonormal.

2.1 Coordonnées cartésiennes

Un repere cartésien est un repere orthonormal dont les vecteurs de base sont fixes. Nous
verrons plus loin que ce n’est pas toujours le cas.



- =
Les coordonnées d’un point M de E dans le repére orthonormé R = (O, i, j ) sont deux

T e
réels x et y tels que OM =z i +y j . On note alors M|Z

)

Exercice 1

\g
' Etant données deux points M1|$11 et Maly2, donner les composantes du vecteur

My M.

Illustrons cela avec un exemple physique :

Soit un point matériel noté A qui se déplace dans un plan au cours du temps. On fixe un
repere cartésien R = (O, i, j ). Les coordonnées de A dans ce repeére sont donc A|9y’“’; et on écrit

— - , . P
@i =x4(t) i + ya(t) 7. Nous savons des classes précédentes que la vitesse est la dérivée de la
position par rapport au temps et que ’accélération est la dérivé de la vitesse par rapport au
temps. On en déduit la vitesse du point A
— —
di = dy.(t)—> dj

ati
I+ yat)—

_dxg(t) =
va(t) = praal + x4 ()

dt dt

PP N - — PR
Par définition du repere, les vecteurs i et j sont fixes, leurs dérivées sont donc nulles. Cela

nous donne :

dre(t)—  dy.(t)—
_dralt) 5 dalt)

t
Va( dt dt

Exercice 2

\g
—
, Donner I'expression de ’accélération du point A en fonction de coordonnées de O A

2.2 Coordonnées polaires
Un repere polaire est un repere orthonormal dont les vecteurs de base ne sont pas fixes et

dépendent d’un angle 6. Il est porté par deux vecteurs base, u(9) et 1@ tel que :

u(f) = cos 607 + sin 07
1)(405 — —sinf7 + (:0507>

Le repeére (O,u(@i,zﬁ) est appelé repere polaire . Le point O est appelé pole et la

— 5
droite orientée (O, i ) I’ axe polaire




L’interét de ce type de repaire est qu’on peut faire “pointer” le vecteur de base u(6) vers le

— —
point M que 'on étudie. Ainsi, tout vecteur OM peut s’écrire comme OM = ru(6

Etant donné un point M, il existe un couple (r,0) € R tel que :

OM = 7"11(75 = r(cos 7 +sin 97)

Un tel couple est appelé un systeme de coordonnées polaire de M par rapport au repere
R.

On reprend I'exemple d'un point matériel A qui se déplace dans un plan au cours du temps.
On utilise le repere polaire R = (O, u(8),v(8)). Les coordonnées de A dans ce repére sont donc

Al et on écrit OA = rou(f) = rqcosf i +rgsind j. On en déduit la vitesse du point A en
coordonnées polaire

*5 —cos&z LCOSG?—F%SinH +r dsin§—
= Ta dt J aT J

Par définition du repére, les vecteurs _z> et 7 sont fixes, leurs dérivées sont donc nulles. I est
important de noter, ici, que 8 est une fonction du temps ¢. L’expression cos f ne peut se dériver
directement et doit étre traité comme une fonction composée (f o g)(t). Ici, f est la fonction cos
et g la fonction #. On rappelle la dérivée d’une fonction composée : (f o g(t)) = ¢'(t)(f' o g)(t).
Cela nous donne % = ‘fg sin #. De méme, dsé;“g = ‘éf cos 6. En introduisant ces expressions
dans le calcul précédent :

df — drg df —
—c s@z —I-’I“a sm@z —I—Esmejradtcosﬁj
dra

T (0089 i +sinf j ) —&-m% (sin97 +cos€7>)

Ici, on reconnait les expressions de u(G) et 11(0;.

Exercice 3

\g
' Donner I'expression de I'accélération du point M en fonction de coordonnées de
OM

2.3 Affixes

— On appelle image du nombre complexe z = z + iy, le point de coordonnées (z,y)
dans le repere orthonormé, R.

— On appelle affixe d'un point M|§ le complexe x + 7y.

— On appelle affixe d'un vecteur « i + 5 j le complexe « + if3.




Par extrapolation, si 'on a deux points, A et B du plan d’aflixes respectives a et b, 'affixe
du vecteur AB est le complexe b — a.

— La norme d’un vecteur d’affixe z est |z|.

— La distance de deux points d’affixes z1 et 25 est |22 — z1].

o 44
& Démonstration :

On posant z = a + ib, on a la relation

= Va? + b2 ce qui est la définition

de la norme d’un vecteur de coordonnées (a,b).

La deuxieme proposition est une conséquence de la premiere.

Exercice 4

N\
, Donner I'image de ’ensemble des nombres complexes de module 1.

2.4 Produit scalaire

Dans un repére orthonormé, on considére les vecteurs  (,y) et ¥ (2/,y/).

On appelle produit scalaire des vecteurs U et W le réel noté . tel que :

UV =zx' +yy

Exercice 5

\g
' Donner le produit scalaire des vecteurs (—3,2) et (=1, —5)

Soient ¥ et ¥ deux vecteurs du plan. Le produit scalaire de U et U est le nombre réel

U -V défini par :
T -7 = 7|V cosb

ou 0 désigne la mesure de ’angle formé par U et ¥. Silun des vecteurs est nul, I’angle
6 n’est pas défini. On pose alors @ - ¥ = 0




Soient W et ¥ deux vecteurs du plan, on a :

77| < [N

o 44
& Démonstration :

Soient z1 = x1 + 1y1 et z9 = x5 + iy les affixes des vecteurs U et U. Alors :
UV =320 + y1y2 = Re(Z122)

donc |7.V| < 2| = |||V

Z1.29 21

2.5 Déterminant de deux vecteurs

On appelle déterminant des vecteurs non nuls U et U le réel
12 [|[I 7| sin

ol § est une mesure de 'angle orienté des vecteurs i et 7. On le note Det(ﬂ, 7)

Deux vecteurs o et o sont colinéaires si, et seulement si, Det(, o)=0.

Trois points A, B et C sont alignés, si et seulement si, Det(ﬁ , B)

Si les vecteurs U et U ont respectivement z; et zo pour affixes, on a :

Det(, 7) = Im(z122)




o 44
& Démonstration :

Notons z; = €91 et 29 = rqe
U et U est 0 — 6, et donc :

02 avec r; > 0 et 7o > 0. Une mesure de Pangle entre

Dot(ﬁ. ?) = ryrysin(fy — 01)
= Im(rl(fm‘ roe'??)

= Im(Z122)

— - - —
Sid=x149 +y1J et U =x240 +y2j, alors :

Det(W, V) = z1y2 — T2un

1 T2

On note alors Det(, 7)) =
Y1 Y2

Exercice 6

\g
, Donner le déterminant des vecteurs  (—3,2) et o (—1, —5)

Pour tout vecteurs 7 et 7

(7. ¥)* + Det(, 7)* = |7 |*|| 7 |I?

Remarque : L’aire d’un parallélogramme (ABCD) est Det(ﬁ,@) puisqu’il admet pour
base ||AB|| et pour hauteur h = [|AD||sinf ou 6 mesure 'angle entre (AB, AD).

2.6 Droites
Une droite dans un plan est une ligne droite passant par deux points, un point d’origine que
nous nommerons Mo[3 et un autre point M|y. Pour la définir, nous préférons utiliser la notion

—
de vecteur en posant 1’égalité vectorielle MyM = )\7, ou 7|g est un vecteur directeur de la
droite. Pour tout point (z,y) de cette droite, on a donc :

T To + A
Yy = Yo+ AB

Les deux équations précédentes représentent une représentation paramétrique de la droite. Ce-
pendant, dans la majorité des cas, nous utiliserons une représentation cartésienne de la droite :



— Toute droite D du plan a au moins une équation cartésienne du type :

ax +by+c=0,

avec a,b,c € R et (a,b) # (0,0).
— Deux telles équations représentent deux droites confondues si, et seulement si, elles
sont proportionnelles.

Exemple :

— si b est non nul, on peut réécrire I’équation y = max + p. Ce type d’équation ne permet pas
de représenter les droites paralleles a (Oy).

— Soit la droite passant par deux points M [j! et My[;2. Un point M appartient a cette droite

si et seulement si M M, et My M, sont colinéaires, c’est a dire :

1 —T X9 — X1

Y=Y Y2 — U1 =@ —2)(y2—v1) — (y1 —y)(xz2 —21) =0

2.7 Equation cartésienne normale d’une droite

Une droite (D) du plan peut se définir en donnant un point A(xg,yo) € (D) et un vecteur
— — —
W= (Z) # 0 normal (c’est-a-dire orthogonal) a (D), avec 7 # 0. Alors le vecteur q = ( ab)
est orthogonal & 7. Cest donc un vecteur directeur de (D).
Pour trouver I’équation cartésienne de (D), on cherche & quelle condition nécessaire et suffi-
sante M (z,y) € (D), en écrivant

—
M (z,y) € (D) <= AM orthogonal & 7/
—
— T-AM =0
= () Gow) -0
b Y — Yo
<= ax + by —azxy — byy = 0.
Si nous posons ¢ = —axy — byp, Nous voyons que

M(z,y) € (D) <= ar+by+c=0.

L’équation ax+by+c = 0 est appelée équation normale de la droite (D). Elle fait apparaitre
directement un vecteur normal 7 a la droite, dont les composantes sont les coefficients de = et

y dans ’équation, c’est-a-dire T=ai+b j - Nous pouvons résumer ce calcul en énoncant le



L’équation cartésienne
axr+by+c=0

est I’ équation normale d’une droite (D) du plan , et

- =
= (Z) =ai +bj estun vecteur normal a (D),

7 = (_ab> _ 5 + a7 est un vecteur directeur de (D).

0
Meéthode :

Trouver 1’équation normale de la droite (AB), avec A(1,2) et B(3,5).
Alors un vecteur directeur de (D) est d = AB = <§), tandis qu’'un vecteur

normal a (D) est = (_23> A partir de 13, on peut procéder de deux maniéres

différentes.
Premiére méthode : On écrit

Me (D) < AM et d = AB sont colinéaires <= det(m,ﬁ) =0

r—1 2
y—2 3

‘:0 — 3Jx—-2y+1=0.

. . . < 3 .
On lit sur I’équation obtenue qu’un vecteur normal & (D) est W= <_2>, ce qui

correspond au vecteur - précédent.
Deuxiéme méthode : On écrit

—_—
M:

o
M e (D) <= AM et 7 sont orthogonaux <= 7 - A 0

— (z—-1)-(-3)+(y—2)-2=0 < —3z+2y—1=0.

On retrouve évidemment la méme équation (il suffit de multiplier les deux membres
de I'équation par —1).

remarque :
On s’obtient ’équation fonctionnelle d’une droite a partir de I’équation normale az+by+c = 0,
en exprimant y en fonction de z lorsque b # 0. On a
c

ar+by+c=0 <= by=—ax —c < y:f%xfg.

En posant A = —¢ et B = —{, on obtient I’équation bien connue :



y= Az + B. (7.12)

Le nombre A s’appelle le coefficient directeur , ou pente , de la droite (D).

Exercice 7

\g
' Donner la pente de la droite 5z +4y +3 =0

2.8 Equation cartésienne d’un cercle

On écrit que le point M (x, y) appartient & un cercle (C') de centre 2 de rayon R si et seulement
si la distance de Q a M vaut R, autrement dit

M(z,y) € (C) «— QM =R
— V(e—20)?+(y—ya)? =R

En élevant au carré, on voit apparaitre 'équation cartésienne réduite du cercle (C'), qui met
en évidence son centre et son rayon :

(z —za)®+ (y — ya)® = R%. (7.14)

Développons maintenant les carrés. Il vient

M(z,y) € (C) < 2® —2zqx + x5 +y* — 2yqy + y5 = R?
<= x2+y2—2x9x—2ygy+m%+yé—R2:0.

En posant a = —2zq, b = —2yq et ¢ = 23 + y3 — R?, nous obtenons 'équation cartésienne
développée du cercle (C) :

2 +y? +ar+by+c=0. (7.15)

On appelle équation cartésienne réduite du cercle (C') , ’équation :

(z —20)® + (y —ya)® = R*.

avec () le centre du cercle de rayon R.
On appelle équation cartésienne développée du cercle (C') , I’équation :

2>+ +ax+by+c=0.

avec a = —2xq, b= —2yq et ¢ = x3 + y3 — R?

Exercice 8

\g
' Trouver I’équation développée du cercle (C') de centre (1, —2) et de rayon R = 3.

10



Correction exercice 8

\g
' On écrit d’abord 1’équation réduite :
M(z,y) € (C) <= (v —zq)*+ (y —ya)® = R?
= (z—-1)2+(y+2)* =3~
En développant les carrés, on obtient ’équation développée :

2?4y 20 +4y+4=0.

Exemple 7.4

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la courbe (C') d’équation cartésienne
2% +y? 4+ 62 — 2y = 0.

On reconnait ’équation cartésienne développée d’un cercle. Pour déterminer les coordonnées
de son centre et son rayon, on cherche son équation réduite en faisant apparaitre des débuts de
développements de carrés grace a la formule (a + b)? = a? + 2ab + b. On a en effet :

2 46r=(x+3)?%-9, ¥ -2y=(y—-172-1

En reportant dans I’équation développée, il vient

(+3)2-9+(y—12-1=0 < (z+3)2+(y—1)2 =10 < (\/ﬁ)2

Ainsi (C) est le cercle de centre Q(—3,1) et de rayon R = 4/10. On notera que (C) passe par
O car x = 0,y = 0 vérifie son équation développée.

2.9 Equations polaires

Le principe est le méme que pour les équations cartésiennes : 1’équation polaire d’une
courbe (C) caractérise les points M de coordonnées polaires r et § qui appartiennent & (C). On
utilisera les formules

r=rcosh, y=rsinf, z*+y>=r> (7.16)

Exemple
A quoi correspond ’équation polaire
B 3
cosf —2sinf

On fait apparaitre I’équation cartésienne en remarquant que

rz# <= rcosf —2rsinf =3 < z—2y—3=0.
cosf — 2sin 6

Ainsi cette équation polaire est celle d’une droite ne passant pas par O (car les coordonnées
2 =0 et y =0 de O ne vérifient pas I’équation).

11



Exemple

A quoi correspond I’équation polaire r = 4 cos — 6sin 6 ?
On fait également apparaitre ’équation polaire en multipliant les deux membres de ’équation
par r. On a

12 =4rcosf — 6rsind <= 2%+ 1y —4x + 6y =0.

On obtient ’équation développée d’un cercle passant par O (car les coordonnées x = 0 et
y = 0 de O vérifient ’équation). En faisant apparaitre des débuts de développements de carrés,
on voit que ce cercle a pour centre Q(2, —3) et pour rayon R = V13.

Plus généralement, des calculs analogues montrent que l'on a le

Soit ¢ € R*, et soient a et b des réels non nuls simultanément. Alors I’équation polaire

c
" acosf+bsinb

est celle d’'une droite ne passant pas par O, et r = acos + bsin 6 est ’équation polaire
d’un cercle passant par O.
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