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Prérequis

Les notions a maitriser avant d’aborder ce cours sont ;

e |es dérivées
e Les primitives
e Les exponentielles et les logarithmes



Objectifs du cours :

Les notions maitrisées a la fin de ce cours seront :

e Savoir reconnaitre et définir une équation différentielle linéaire du premier
ordre a coefficients constants

e Savoir résoudre completement une équation différentielle linéaire du premier
ordre a coefficients constants



Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
Définition :

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants
une équation différentielle de la forme :

a.y' (z) +by(x) = f(z) (E)

ou a et b sont des constantes (a#0), f(x) une fonction connue de x et y(x) est la
fonction de x a déterminer.

exemple :
5y (x) + dy(z) = 42* — 1

Dans cet exemple a=5, b=4 et f(x)=4x3-1.



Equations différentielles linéaires du 1er ordre homogene a coefficients
constants - Définition :

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre homogéne a
coefficients constants une équation différentielle de la forme :

a.y'(z) +by(r) =0 (H)

ou a et b sont des constantes (a#0), et ou y(x) est la fonction de x a déterminer.

exemple :
5y (z) +4y(z) =0

Dans cet exemple a=5, b=4.

Cette équation est une partie de la solution de I'équation précedente.




Equations différentielles linéaires du 1er ordre homogéne a coefficients
constants - Résolution :

Théoreme 1 :

La solution générale de I'équation (H) est
_by
yp(x) =Ce a

ou C est une constante réelle.

Remarque : y(x) = 0 est une solution évidente de I'équation (H). Cette solution
n'apportant rien, nous la laisserons de cété.




Equations différentielles linéaires du 1er ordre homogéne a coefficients
constants - Résolution :

Démonstration :

! b
Pour y(x)#0 : a.y’(az) + by(gj) =) <— Y (x) - _ _
et a#0 y(ff?)/ a ,
/y(x)dx:/__dx
y(x) a

in(ly(@)l) = — o+ G

y(z) = £eCremat
y(z) = Ce™a®

Avec C, une constante réelle quelconque



Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
Solution :

Théoreme 2 :

la solution générale y(x) de I'équation (E) s’écrit
y(@) = yn(x) + yp(x)
avec :

e v, (x) la solution de I'équation homogene (H)
e y (x) une solution particuliere de I'equation (E)

exemple : Une solution particuliere de I'équation y’(x)+4y(x)=8 est yp(x)=2.




Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants - :

Démonstration :

Soit y(x) la solution générale de I'équation (E)
/
a.y' (z) +by(z) = f(z)
Soit yp(x) la solution particuliere de I'équation (E)

a.y(2) + byy(z) = f(z)

En soustrayant ces équations, on obtient :
a.(y'(z) = yp(x)) + b.(y(x) — yp(x)) = 0
y(x)—yp(x) est donc la solution de I'équation (H). Ainsi y(x)—yp(x)=yh(x), c’est a dire y(x)=yp(x)+yh(x)



Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
Probleme de Cauchy :

Théoreme 3 :

On appelle probleme de Cauchy le systeme suivant

0y (z) + by(x) = f(x)
y(To) = Yo

Il admet une solution unique sur l'intervalle de définition de x.

Ce théoréme est admis.
Remarque : il est généralisable au cas ou a et b sont des fonctions de x.




Equations différentielles linéaires du 1er ordre homogéne a coefficients
constants - Exemple:

On cherche a résoudre le probleme de Cauchy suivant
/
y'(z) +4y(z) =8
y(0) =0

Ici, on a les constantes de I'équation (E) égalent a a=1, b=4 et f(x)=8. En utilisant le théoreme 1, on sait
que la solution homogéne s’écrit :

yp(z) = Ce 47

Une solution particuliére évidente de cette équation est yp(x)=2. On en déduit, grace au théoreme 2, la
solution y(x)

y(@) = yn(z) + yp(h)
= Ce ™ +2



Equations différentielles linéaires du 1er ordre homogéne a coefficients
constants - Exemple:

Finalement, grace aux conditions initiales et au théoreme 3 qui nous assure
I'unicité de la solution, on peut déduire la valeur de la constante C

y(0) = Ce 0 4 2
=C+2=0
C = -2

On trouve donc la solution générale de I'équation comme
y(z) = 2(1 — ™)



Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -

solutions particulieres :

second membre solution particuliére

_ C
flx)=C si b#0, yp(2) =
ou C est une constante !
si b=0, yp(x) = g;l?
a
f(??) = P(I/’) yp('/l;) - (2(1)
ou P est un polynbme de degré n, avec Ou Q(x) est un polynbme tel que :
neN*
si b#0, alors deg(Q) = n

si b=0, alors deg(Q) = n+1
etval(Q) =1



Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
solutions particulieres :

second membre solution particuliére
f(2) = P(z)e () = Qa)e
ou P est un polynébme de degré n, nEN*, Ou Q(x) est un polynéme tel que :

et s un réel
si s#-b/a, alors deg(Q) = n

si s=-b/a, alors deg(Q) = n+1
etval(Q) =1

f(z) = acos (wzx + ¢) + Bsin (wz + @)

ou w est un réel non-nul Up() cos (wx + ) + Bsin (wz + ¢)



Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
Exercices :

Résoudre les équations différentielles :

y'(x) +2y(x) = 20+ 1



Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
Méthode de variation de la constante :

Lorsque le second membre f(x) ne correspond a aucun des seconds membres
usuels identifiés précédemment et donc ne permet pas de connaitre la forme
d’une solution particuliere, on utilise la méthode dite de la variation de la
constante.

e On suppose que la solution générale de I'équation (E) est

b

y(x) = k(z)e "

ou k n'est plus une constante, mais une fonction de x



Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
Méthode de variation de la constante :

e Enremplacant y(x) dans I'’équation (E) par la solution précédente, on obtient

a (k'(aj)eg — g€5x> + bk(x)e et = = f ()
ak/ (z)e” o = f(x)
]{/(LC) _ f(@) v,

€a
a

|| suffit ensuite de prendre la primitive de I'expression précédente pour

obtenir la valeur de k(x)
r) = / f(x>e§xdx
a




Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
Méthode de variation de la constante - Exemple :

Soit I'équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants

(@) +y(r) =

Ici, a=1, b=1 et f(x)=e™/x. La fonction f(x) n’appartient a aucune fonction définie
dans le tableau des solutions particulieres. On va donc appliquer la méthode de
variation de la constante pour résoudre I'équation précédente.




Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
Méthode de variation de la constante - Exemple :

On détermine k(x) en faisant la primitive de I'équation précédente

k(x) :/éd:c
= In(|z]]) + C

On en déduit la valeur de la solution générale

y(x) = k(z)e™
= In(||z||)e " + Ce™*



Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
solution particuliere - Principe de superposition :

Théoreme 4 :

Soit I'équation
a.y' () +by(x) = fr(z) + fo(z) (E,)

La solution de cette équation s’écrit

Yp(T) = Yp1 () + Yp2(2)
ou Yo est la solution particuliere de I'équation

ay'(x) +by(r) = fi(z) (E,)
et ou Yoo est la solution de 'équation

a.y'(x) +by(r) = faz) Ey)




Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
solution particuliere - Principe de superposition :

Démonstration:

Puisque que Yor est une solution particuliere de (E_,), on a

.y (2) + 0.y (z) = fi()
et puisque Yoo est une solution particuliere de (E_,), on a

@Yo () + b.ypo(z) = fo(2)
En additionnant les équations précédentes, on obtient

a- (Y1 (7) + Yo () + b.(yp2(2) + ypa(2)) = fi(z) + fol2)

Ce qui prouve que la solution particuliere de I'equation (E) est Yo = Yo t Y,



Equations différentielles linéaires du 1er ordre a coefficients constants -
Méthodologie :

e Est-ce que I'équation étudiée est bien une équation différentielle linéaire du premier ordre a
coefficients constants ?
o aetb sont des constantes
o f(x) est une fonction x est pas de y(x)
o il n’y a pas de terme de second ordre (ou plus)

e Je cherche la solution de I'équation homogéne associée a I'équation
e Je cherche la solution particuliere de I'équation.
o Est ce que f(x) appartient au tableau des solutions connues ?
o  Sinon, utiliser la méthode de la variation de la constante.
e Appliquer les conditions initiales du probléme de Cauchy pour résoudre complétement I'équation.



Equations différentielles linéaires du 2eme ordre a coefficients constants -
Définition :

On appelle équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre a coefficients
constants une équation différentielle de la forme :

a.y’(z) + by (z) + cy(z) = f(z) (E)

ou a, b et ¢ sont des constantes (a#0), f(x) une fonction connue de x et y(x) est la
fonction de x a déterminer.

exemple :
y'(x) + 5y (x) + dy(x) = 4a® — 1

Dans cet exemple a=1, b=5, c=4 et f(x)=4x?-1.



Equations différentielles linéaires du 2eme ordre homogene a coefficients
constants - Définition :

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre homogéne a
coefficients constants une équation différentielle de la forme :

a.y’ () + by (x) +ey(x) =0  (H)
ou a et b sont des constantes (a#0), et ou y(x) est la fonction de x a déterminer.

exemple :
y"(x) 4 5y'(v) + 4y(z) =0

Dans cet exemple a=1, b=5 et c=4.

Cette équation est une partie de la solution de I'équation précedente.




Equations différentielles linéaires du 2eme ordre homogene a coefficients
constants - équation caractéristique :

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre homogéne a
coefficients constants une équation différentielle de la forme :

a.y’(z) + by (x) +cy(r) =0  (H)
ou a et b sont des constantes (a#0), et ou y(x) est la fonction de x a déterminer.

r doit étre la solution de I'équation :
ar® +br +c¢ =0

dites équation caractéristique de I'équation différentielle (H)



Equations différentielles linéaires du 2eme ordre homogene a coefficients
constants - équation caractéristique :

exemple :
y'(z) + 5y (x) + dy(z) = 0

L'équation caractéristique de cette équation est :

4+ 5r4+4=0



Equations différentielles linéaires du 2eme ordre homogéne a coefficients
constants - Résolution :

Theoreme 1 :

e Siles racines de I'équation caracteristique r, et r, sont reelles et distinctes, alors la solution y, (x) de
I’équation sans second membre est :

yp(x) = Ae™™ + Be™®

e Siles racines de I'équation caracteristique r, et r, sont réelles et confondues (r, =r,) , alors la
solution y, (x) de I'équation sans second membre est :

yn(x) = (Az + B)e™

e Siles racines de I'’équation caractéristique r1 et r2 sont complexes et conjuguées (r1 =a + jfetr2 =
a - jB ol j est le nombre complexe tel que j? = —1), alors la solution y,(x) de I'équation sans second

" ya(e) = (Acos(Bz) + Bsin(Bz))e™




Equations différentielles linéaires du 2eme ordre homogene a coefficients
constants - Résolution :

Exemple :
y'(z) + 5y (z) + 4y(z) = 0

L'équation caractéristique de cette équation est :

4+ 5r4+4=0

A=5%2-4.1.4=9>0. La solution de I'équation est donc :

yp () = Ae ™ + Be™™@



Equations différentielles linéaires du 2eme ordre homogene a coefficients
constants - Résolution :

Exercice :

Donner les solutions des équations différentielles suivantes :

o Y'(x)+Yy(x)- 2y(x)=0
o Y'(x)+2y(x)+ y(x)=0
o Y'(x)-2y'(x)+ 2y(x)=0



Equations différentielles linéaires du 2eme ordre a coefficients constants -
solutions particulieres :

second membre solution particuliére
flx)=0C : C
si c#0, Yp(T) = —
ou C est une constante #() c
C
si ¢c=0, yp(@) = &
f(z) = P(x) Ou Q(x) est un polynédme tel que :
ou P est un polynéme de degré n, avec yp(z) = Q(x)

eN*
" si c#0, alors deg(Q) = n

si c=0 et b#0, alors deg(Q) = n+1
etval(Q) =1

si c=0 et b=0, alors deg(Q) = n+2
etval(Q) =2



Equations différentielles linéaires du 2eme ordre a coefficients constants -

solutions particulieres :

second membre

solution particuliére

f(x) = P(x)e™
ou P est un polynéme de degré n, nEN*,
et s un réel

yp(z) = Q(x)e™

Ou Q(x) est un polynéme tel que :

si s nest pas racine de I'équation caractéristique,
alors deg(Q) =n

si s est racine simple racine de I'équation
caractéristique, alors deg(Q) = n+1
etval(Q) =1

si s est racine double racine de I'équation
caractéristique, alors deg(Q) = n+2
etval(Q) =2

f(x) = acos (wr + @) + Bsin (wz + @)
ou w est un réel non-nul

Sijw racine : yp(z) = z (Acos (wz + ¢) + Bsin (wx + ¢
sinon : Yp(z) = Acos (wz + ¢) + Bsin (wx + ¢)




Equations différentielles linéaires du 2eme ordre a coefficients constants -
solutions particulieres :

Exercice :
Donner les solutions des eéquations différentielles suivantes :

o y2”(x) + 4y’(x) + 4y(x) = 2x+1 avec y(0)=0 et y'(0)=1
o Yy a1 _4  avecy(0)=0 ety (0)=0

® y'(x)+2y(x)- 3y(x) = xe’



