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TD : Formule de Moivre et
applications

Ce TD traite de la formule de Moivre dans C. A la fin de ce TD, vous devez savoir :

— Déterminer les expressions de cos(nf) et sin(nf) en fonction de cos(f) et sin(6)

1.1 Racine carrée d’un complexe

Pour§ e Retn € Z, on a (ei‘))n = e ou encore, par définition de e* :

(cosf + isinB)" = cosnb + isinnb.

¢Q Démonstration :

¢ Nous avec vu, dans le cours, que eT¢ = ¢?¢’®. Cela implique que si 0 = ¢,
20 i0 i6 i0 2 L , ind 0\
e’ =e"e" = ((ﬁ’ > . On montre facilement, par récurrence, que e’ = <(?" )

et donc que (cosf + isinf)" = cosnf + i sinnf.
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O Méthode :

w
La formule de Moivre nous permet de trouver facilement la valeur de

cos(nf) et sin(nf). Nous allons illustrer la méthode avec un exemple : On
cherche a trouver cos(56) en fonction de cos(#). Pour cela, nous utiliserons
deux propriétés :

— cos(50) = Re(e?)
— (cos(8) + isin(#))® = cos(50) + isin(50) (formule de Moivre)

La formule du bindme de Newton nous donne :

(cos @ +isinf)® = cos® § + 5i cos® §sin @ — 10 cos® § sin?

— 10i cos® 0sin® 6 + 5 cos fsin? 6 + i sin® 6
En identifiant les parties réelles, on obtient
cos 50 = cos® 6 — 10 cos® #sin® 6 + 5 cos fsin? 0
En remplacant sin? § par 1 — cos? § dans I’expression de cos 50, on obtient

cos 50 = cos” @ — 10 cos® O(1 — cos® ) + 5cos O(1 — cos f)?
cos 50 = 16 cos” 6 — 20 cos® 6 + 5 cos 6

Exercice 1 :
Déterminer sin(50) en fonction de sin(6)

Solution: On cherche & déterminer sin(50) en fonction de sin(6). Pour cela, nous
utilisons deux propriétés :

— sin(50) = Im(e*?)
— (cos(8) 4+ isin(#))® = cos(56) + isin(50) (formule de Moivre)

La formule du bindme de Newton nous donne :

(cos@ + isinf)® = cos” @ + 5icos* fsin§ — 10 cos® fsin? §

— 10i cos® A sin® O + 5 cosOsin® 6 + isin’® @
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En identifiant les parties imaginaires, on obtient :
sin(50) = 5cos® fsin @ — 10 cos? fsin® § + sin® 0
Ensuite, nous remplagons cos? § par 1 — sin? @ dans I'expression de sin(56) :

sin(50) = 5(1 — sin?#)?sin @ — 10(1 — sin® @) sin® § + sin® 0
= 5(1 — 2sin® § + sin” #) sin § — 10(1 — sin” §) sin® 6 + sin® §
= 5sinf — 10sin® 0 + 5sin® @ — 10sin® § + 10sin® § + sin® 0
= 5sin 6 — 20sin® 6 + 16 sin° 0

Alinsi, I'expression finale est :

sin(50) = 5sin @ — 20sin® 6 + 16 sin® 6.

Exercice 2 :
En utilisant la formule de Moivre, montrer que

cos(36) = 4cos®(0) — 3cos(f) et sin(30) = 3sin(f) — 4sin’(0)

Solution: Nous allons utiliser la formule de Moivre pour montrer que
cos(36) = 4cos®(f) — 3cos(f) et sin(30) = 3sin(f) — 4sin’().
Commencons par la formule de Moivre :
(cos(#) + isin())® = cos(36) + i sin(30).
En développant (cos(0)+isin(6))? a 'aide de la formule du bindme, nous obtenons :
(cos(0) + isin(#))* = cos®(0) + 3i cos(8) sin(f) — 3 cos(#) sin?(8) — isin®(0).
En identifiant les parties réelles et imaginaires, nous avons :

cos(30) = cos(6) — 3 cos(f) sin®(#),
sin(36) = 3 cos*(f) sin(#) — sin®(9).
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Remplagons maintenant sin?(#) par 1 — cos®(#) dans I'expression de cos(36) :

cos(36) = cos®(0) — 3cos(#)(1 — cos*(9))
= cos’(0) — 3 cos(f) + 3 cos*(0)
= 4cos®(6) — 3cos(h).

Ensuite, remplagons cos?(6) par 1 — sin?(f) dans I'expression de sin(36) :

sin(36) = 3(1 — sin*(0)) sin(f) — sin®(0)
= 3sin(f) — 3sin®(#) — sin®(0)
= 3sin(f) — 4sin®(9).

Ainsi, nous avons montré que :

cos(30) = 4cos®(A) — 3cos(A)| et |[sin(30) = 3sin(f) — 4sin?(9).

Exercice 3 :
Calculer :

sin (66)

sin (6)

Solution: Pour calculer 'expression

sin(60)
sin(6) ’

nous allons utiliser I'expression de sin(66) en fonction de sin(#) et cos(6), que nous
pouvons obtenir & partir de la formule de Moivre.

En utilisant la formule de Moivre, nous avons :
sin(60) = 6sin(#) cos®(0) — 20sin®(#) cos®(0) + 15sin®(#) cos(h).
Nous allons diviser cette expression par sin(f) (supposons que sin(f) # 0) :

sin(60)  6sin(f) cos®(0) — 20 sin®(0) cos*(#) + 15sin°(0) cos(0)
sin(9) sin(6) '
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En simplifiant chaque terme, on obtient :

sin(60)

sin(@) 6 cos®(f) — 20sin*(0) cos®(0) + 15sin* () cos(6).

Alinsi, I'expression finale est :

sin(66)

sin(6) = 6cos’(6) — 20sin?(0) cos®(0) + 15sin* () cos(6).

Exercice 4 :
Soit # un réel appartenant a |0, 27|, simplifier la somme :

S = zn: cos (k0)

k=0

Solution: Soit # un réel appartenant a |0,27[, nous cherchons a simplifier la
somme suivante :

S =>"cos(k).
k=0

Nous utilisons 'identité d’Euler pour exprimer cos(kf) en fonction de 'exponen-
tielle complexe :

cos(kf) = Re(e™?).

Ainsi, la somme devient :

S =Re (znj ei’“9> :

k=0

Nous savons que la somme des n+1 premiers termes d’une progression géométrique
est donnée par :

n 1— ei(n+1)6

Z eik@ = 1 — eie

k=0
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Nous allons maintenant simplifier cette expression en utilisant une factorisation
via les exponentielles. Remarquons que :

Z.(114»1)9 7i(n+1)9 Z.(n+1)9
1_ei(n+1)9 e 2 e 2 — e 2

1—e eig (@7"% — eig>

Nous reconnaissons ici la forme des sinus, en utilisant I'identité suivante :

e — e ™ = 2isin(x).

Ainsi, nous pouvons réécrire I’expression comme suit :

1 — ein+1)0 B ei@ (—21’ sin (W))

1—ef i (—22’ sin (g))
ino sin (@)

= ¢ 2 _—
: 0
S1n (i)

La partie réelle de cette expression est donnée par :

S =Re (einj Si,n (:21)6)> )
Sin (§>

En prenant la partie réelle de cette expression, nous obtenons :
sin (5 ) cos (&~
g (52 on ()
sin (5)

Ainsi, la somme S peut étre simplifiée comme suit :

. sin (W) cos (%9> '

T e

Exercice 5 :
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Soit 6 un réel appartenant a |0, 27, calculer :

n

Z ( >cos (kb) et §' = f: - (Z) sin (k6)

k=0

Solution: Soit # un réel appartenant a |0, 27[. Nous cherchons a calculer les deux
sommes suivantes :

S = Z( >cos () et =3 (Z) sin(ko).

k=0

Nous considérons la somme complexe suivante :

n

S+is =3 (Z) (cos(k0) + i sin(k0)) znj < )

k=0

Il s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique binomiale de la forme
e™? Nous pouvons appliquer la formule du binéme pour obtenir :

S+is = (1+€")"

Pour simplifier I’expression, nous pouvons utiliser une astuce géométrique impor-

tante :
. . 0
1+ 6% = 26’g CoS <2> .

) o\ \"
S+1iS = (26’3 cos (2)>
-nf 8
— Inpity nZ].
€2 cos < 2)
Nous pouvons maintenant séparer les parties réelle et imaginaire de cette expres-
sion :
i 0 0 0
S =Re (2”6129 cos” <2>) = 2" cos" <2> coS (7;) ,
n 0 0 0
S’ =1Im (2”6126 cos” <2>> = 2" cos” <2> sin <n2> .

Ainsi, nous avons :
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Les expressions finales pour S et S’ sont donc :

e no
S = 2" cos <2> COS (2)
! n n 0 . né
S" = 2" cos <2>s1n<2>.
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